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1Kapitel 1
1.0  Einführung und Übersicht
Wegen aeroelastischer Probleme kann man zukünftige Großflugzeuge nicht beliebig
groß und leicht bauen. Es muß schon in der frühen Auslegungsphase die Aeroelastik
des Flugzeugs berücksichtigt werden. Mit zunehmender Flugzeuggröße kann die nied-
rigste elastische Eigenfrequenz der Struktur mit Werten von unter 1 Hz in den Bereich
der flugmechanischen Starrkörperfreiheitsgrade geraten, so dass beide gekoppelt zu
behandeln sind. Das Flugzeug muss als ein System aufgefasst werden, für das die
Aerodynamik, Strukturmechanik und Flugmechanik sowie Regelungstechnik gleicher-
maßen für den Entwurf und die Bestimmung der Flugeigenschaften von Belang sind.
Dieses multidisziplinäre Gebiet umfasst die Aeroservoelastik. Die hohe Komplexität
dieser Aufgabe verlangt, um zu praktikablen Lösungsansätzen zu kommen, Zugeständ-
nisse hinsichtlich der Modellierung. Diese betreffen insbesondere die Strömung, die als
reibungsfrei und linearisierbar hinsichtlich kleiner Störungen angenommen wird.
In dieser Arbeit werden einige Grundlagenuntersuchungen anhand eines Tragflügel-
profils mit Ruderklappe durchgeführt. Die aeroservoelastische Modellierung  im
inkompressiblen und kompressiblen Unterschallbereich bilden den Gegenstand dieser
Arbeit.   
Ein solches Profil mit drei Freiheitsgraden stellt regelungstechnisch ein Mehrgrößen-
Multi-Input-Multi-Output-System (MIMO) dar. Zum Entwurf eines Mehrgrößen-
Regelungssystems soll die moderne Regelungstechnik im Zeitbereich neben der klassi-
schen Regelungstheorie im Frequenzbereich benutzt werden. Zeitvariable Prozesse mit
einer beliebigen, jedoch nichtharmonischen Steuerbewegung sollen hier eingeschlos-
sen werden. Statt einer harmonischen Erregerkraft müssen beliebige Störgrößen in
Betracht  gezogen werden, wofür zuerst die instationären Luftkräfte bestimmt werden.
Diese werden im Zeitbereich für ein dünnes zweidimensionales Tragflügel-Profil und
für eine sprungförmige Erregung untersucht. Dann wird ein aeroelastisches Modell
eines Profils mit Ruderklappe mit drei Freiheitsgraden im Zustandsraum entwickelt. Es
wird die Systeminstabilität - der Flatterfall - für das zweidimensionale Tragflügel-Pro-
fil mit Ruderklappe analysiert. Zum Vergleich des Flatterverhaltens wird die Flatterge-
schwindigkeit ebenfalls mittels der U-g-Methode im Frequenzbereich bestimmt. 
Ein Regler mit Zustandsvektor-Rückführung (ZVR) wird mittels der ACKER-
MANN’schen Formel ausgelegt. Dieser Regler wird zur Unterdrückung des Flatterns
eines Profils mit Ruderklappe eingesetzt. Eine sofortige Flatterunterdrückung ist zu
beobachten.
Darüber hinaus werden die Systemantworten hinsichtlich der Systemzustände und der
instationären Aerodynamik für das Profil-Ruder-Auftriebssystem mit einem ZVR-Reg-
ler auf einen beliebigen nichtlinearen und zeitvariablen Ausschlag sowie Doppelaus-
schlag des Ruders oder des Anstellwinkels im Zeitbereich simuliert.
21.1  Stand der Forschung
Das Forschungsgebiet der Aeroservoelastik ist seit etwa 30 Jahren wissenschaftlich
etabliert. Die Pionierarbeit zur Flatterunterdrückung basiert auf dem Energie-Konzept
[38]. In [38] wurde ein System für harmonisch schwingende typische Profilabschnitte
mit zwei Freiheitsgraden in Schlag und Torsion des Profils mit einer Steuerfläche reali-
siert. Die Untersuchungen wurden im Frequenzbereich durchgeführt. Ein Durchbruch
in der Aeroservoelastik folgte durch die Betrachtung der Aerodynamik im Zeitbereich
[11], [41], [47]. Die instationäre Aerodynamik basiert dabei auf einer Approximation
mit rationalen Funktionen (RFA) im Frequenzbereich. Diese Näherung der instationä-
ren Aerodynamik führt zu zusätzlichen Zustandsgrößen. Später wurde die Aerodyna-
mik der zweidimensionalen kompressiblen Unterschallströmung im Zeitbereich
entwickelt [27]. Dieses Modell ist geeignet für inkompressible und kompressible
Unterschallströmungen. Es basiert auf dem sogenannten ’Indicial-Concept’ und benö-
tigt relativ viele zusätzliche Zustandsgrößen. 
Die Berechnungen der instationären Aerodynamik eines flexiblen Flugzeugs mittels
CFD (Computational Fluid Dynamics) Verfahren sind im allgemeinen sehr kompliziert
und benötigen einen sehr hohen Rechenaufwand. Für ein in Echtzeit aktiv kontrollier-
tes System ist eine solche Rechnung zur Zeit für den Entwurf zukünftiger Großraum-
flugzeuge noch nicht im industriellen Umfeld möglich. Aus diesem Grunde wird in
dieser Arbeit die instationäre Aerodynamik eines Profils für beliebige Kräfte durch die
Approximationsmethode im Zeitbereich mit dem ’Indicial-Concept’ ermittelt. 
1.2  Ziel und Inhalt dieser Arbeit
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, ein integriertes Modell zu bilden unter Berück-
sichtigung der Flexibilität der Struktur, der Luftkräfte und eines Reglers bei einer belie-
bigen nichtlinearen zeitvariablen Störeingangsgröße oder Steuergröße, um
unterschiedliche Aufgaben im Zeitbereich zu realisieren.  Sei es die aktive Flatterunter-
drückung, sei es die Responseanalyse der Systemzustände für Doppel-Winkelaus-
schlag am Ruder oder des Anstellwinkels oder auch die Antwort der instationären
Luftkräfte für solche Winkelausschläge. Diese drei Aufgaben werden in dieser Arbeit
als Anwendungsbeispiele am integrierten Modell durchgeführt und damit die Machbar-
keit des Konzepts der Modellierung im Zeitbereich gezeigt. 
Das Kernfrage ist nun, wie die instationäre Aerodynamik sowohl in inkompressibler
Strömung als auch in kompressibler Strömung im Zeitbereich für die beliebigen Anre-
gungen approximiert wird, damit eine Integration in das Zustandsmodell möglich wird.
Die Lösung dafür ist die Benutzung des ’Indicial Concepts’. Dieses Konzept für die
instationäre aerodynamische Approximation im Zeitbereich wird in dieser Arbeit
benutzt.
Folgende drei Arbeitspunkte werden für die Modellierung in den nachfolgenden Kapi-
teln berücksichtigt: Ableitung des Modells, seine Validierung und schließlich die
Anwendung.
In Kapitel 2.0 wird auf die Potentialtheorie der instationären Aerodynamik eingegan-
gen. Das Geschwindigkeitspotential wird in zirkulationsbedingte und zirkulationsfreie
Anteile zerlegt, und deren entsprechende aerodynamischen Kräfte und Momente wer-
3den abgeleitet. Die ’Indicial’ Luftkraft wird für inkompressible zweidimensionale Strö-
mung in exakter Lösung durch die WAGNER-Funktion angegeben. Für die
inkompressible Unterschallströmung werden die Massen-, Dämpfungs- und Steifig-
keitsmatrizen der ’Indicial’ Luftkräfte abgeleitet. Am Ende dieses Kapitels werden die
THEODORSEN-Funktion und die reduzierte Frequenz im Frequenzbereich diskutiert. 
In Kapitel 3.0 werden die instationären Luftkräfte des schwingenden Profil-Ruder-
Auftriebssystems in inkompressibler Unterschallströmung bei beliebiger Bewegung
behandelt. Zuerst wird die WAGNER-Funktion für eine sprungartige zirkulationsbe-
dingte Anregung beim Abwind bei 3/4-Profiltiefe (äquivalent zu einer Anstellwinkel-
änderung) vorgestellt. Danach wird die Approximation der WAGNER-Funktion durch
R. T. JONES vorgestellt. Dann wird das Konzept der ’Indicial Function’ eingeführt,
womit die charakteristische Auftriebsfunktion bei einer Abwind-Sprunganregung
berechnet wird. Diese ’Indicial Function’ wird mit der exakten Lösung mittels THEO-
DORSEN-Funktion validiert, woraus ein besserer Approximationsansatz resultiert. Im
Vergleich mit anderen Approximationsansätzen liefert er insbesondere bessere Imagi-
när-Anteile des ’Indicial’ Auftriebs. Dieser Vorteil erlaubt eine genauere Vorhersage
des Flatterpunktes. 
Für beliebige Anregungen lässt sich die instationäre Aerodynamik unter der Anwen-
dung des DUHAMEL-Integrals superpositionieren. Die Übertragungsfunktionen des
zirkulationsbedingten Profil-Ruder-Auftriebssystems in inkompressibler Strömung
werden dazu abgeleitet. Abschließend wird die Zustandsgleichung der zirkulationsbe-
dingten instationären Aerodynamik aufgestellt. Mittels dieser Zustandsgleichung lässt
sich das System im Zeitbereich steuern.
In Kapitel 4.0 wird auf die instationäre Aerodynamik bei kompressibler Strömung für
beliebige Bewegungen eingegangen. Die Zustandsgleichung des Profil-Ruder-Auf-
triebssystems wird für kompressible Unterschallströmung hergeleitet. Im ersten
Abschnitt wird hinsichtlich der Freiheitsgrade des betrachteten Systems zusätzlich zu
der sprungartigen Anstellwinkelanregung auch noch die sprungartige Nickgeschwin-
digkeit-, Ruderschlag- und Ruderausschlagsrate-Anregung eingeführt. Im zweiten
Abschnitt werden die ’Indicial Functions’ für die jeweiligen Sprunganregungen in zir-
kulationsbedingte und zirkulationsfreie Anteile zerlegt. Da die Anfangswerte und die
stationären Endwerte der ’Indicial Response‘ in expliziter Form vorliegen, können die
Koeffizienten der exponentiellen Approximationsansätze der ’Indicial Functions’ unter
Benutzung dieser Werte bestimmt und validiert werden. Dabei werden zwei neue Zeit-
konstanten KαM und KαM1/4 bezüglich jeweils der elastischen Achse und der 1/4-Pro-
filtiefe in dieser Arbeit eingeführt. Der elastischen Achse kann bekanntlich eine
wichtige Rolle in der aeroelastischen Modellierung zugeordnet werden. 
Im dritten Abschnitt dieses Kapitels werden die ’Indicial’ Luftkräfte zuerst für zirkula-
tionsfreie und zirkulationsbedingte Anteile separat betrachtet, dann werden die gesam-
ten Werte aus beiden Anteilen zusammengefügt. Im vierten Abschnitt werden die
Gleichungen für das Luftkräftesystem im Zustandsraum abgeleitet. Die Massen-,
Dämpfungs- und Steifigkeitsmatrizen werden hergeleitet. Das Auftriebssystem bei
beliebiger Bewegung bezüglich des Anstellwinkels, der Nickbewegung und der Ruder-
ausschlagsrate werden unter Anwendung des DUHAMEL-Superpositionsintegrals
ermittelt.  Mittels der LAPLACE-Transformation werden die Übertragungsfunktionen
des Auftriebssystems für die zirkulationsfreien und zirkulationsbedingten Anteile
4abgeleitet. Anschließend werden die Zustandsgleichungen der instationären Aerodyna-
mik für die kompressible Strömung gebildet. Ein Multi-Input/Multi-Output (MIMO)
System mit 15 zusätzlichen Zustandsgrößen wird aufgestellt.
Die Validierung der ’Indicial Functions’ für kompressible Strömung wird durch den
Vergleich des ’Indicial’ Auftriebs und der Momente im dimensionslosen Zeitbereich
mit den experimentellen und numerischen Ergebnissen für verschiedene MACH-Zah-
len aus der Literatur erzielt. In Folge der LAPLACE-Transformation der ’Indicial
Functions’ wird die Validierung anhand des Vergleichs der Frequenzantwort der insta-
tionären Aerodynamik im Frequenzbereich mit experimentellen und numerischen Lite-
raturergebnissen durchgeführt.   
In Kapitel 5.0 werden die Differentialgleichungen der Bewegung des Profil-Ruder-
Auftriebssystems gemäß den LAGRANGE’schen Gleichungen 2. Art hergeleitet.
Zuerst werden die Strukturparameter des untersuchten Profil-Ruder-Systems hinsicht-
lich der elastischen Achse, der Massenschwerpunktlagen und der Bewegungsfreiheits-
grade beschrieben. Die Bewegungsfreiheitsgrade sind die translatorische und die
rotatorische Bewegung des Profils und die Ruderdrehung um die Ruderdrehachse. Die
Massen- , Dämpfungs- und Steifigkeitsmatrizen der Struktur werden abgeleitet. 
Die aerodynamischen Kraftterme werden zunächst in die Bewegungsgleichungen für
das harmonisch schwingende Auftriebssystem in inkompressibler Strömung im Fre-
quenzbereich eingefügt. Es wird eine linear-algebraische Flattergleichung hergeleitet
und eine Flatteruntersuchung mittels der Geschwindigkeits-Dämpfungssmethode (U-g-
Methode) durchgeführt. Die Parameteruntersuchung des Flatterverhaltens hinsichtlich
des Abstands der elastischen Achse zum Massenschwerpunkt, der Rudermassen-
schwerpunktlage und der Annäherung zwischen den Abkürzungen der Frequenzen ωh
und ωδ der Schlag- und Torsionsfreiheitsgrade des Profil-Ruder-Auftriebssystems wird
durchgeführt. 
Für das beliebig schwingende Auftriebssystem wird im folgenden das aeroelastische
Modell für inkompressible und kompressible Strömung hergeleitet. Das Modell ist  von
achter (8.) Ordnung für die inkompressible Strömung und von einundzwanzigster (21.)
Ordnung für die kompressible Strömung. Aufgrund der nicht-singulären Massenmatrix
wird das Modell nach der Multiplikation mit der invertierten Massenmatrix in der Stan-
dardform der Zustandsgleichung umgeschrieben. Als erste Anwendungsbeispiele der
Modellierung werden die instationären aerodynamischen Vorgänge für einen nichtli-
nearen Sprung des Anstellwinkels, eine zeitharmonische Änderung des Anstellwinkels
und einen einmaligen Doppelausschlag des Ruders im Zeitbereich für inkompressible
und kompressible Strömung simuliert. Die Eigenwertanalyse zur Bestimmung des
Flatterpunktes erfolgt für inkompressible und kompressible Strömung. 
Die Validierung des aeroelastischen Modells in inkompressibler Strömung wird anhand
von Vergleichsrechnungen der Flattergeschwindigkeiten nach dem Wurzelortskurven-
verfahren der Systemmatrix der Zustandsgleichung und gemäß Methoden im Fre-
quenzbereich realisiert. Für den Fall kompressibler Strömung wurden keine
Vergleichsergebnisse in der Literatur gefunden.
In Kapitel 6.0 wird ein Zustandsvektor-Rückführungsregler (ZVR-Regler) ausgelegt.
Die Flatterunterdrückung des Profil-Ruder-Systems mit dem ZVR-Regler in inkom-
pressibler Strömung wird als ein weiteres Anwendungsbeispiel realisiert. Die Bode-
5Frequenzantworten des Systems werden am Flatterpunkt ohne ZVR-Regler und mit
ZVR-Regler zum Vergleich dargestellt. Das Anwortverhalten des Systems hinsichtlich
der Systemzustände und der instationären aerodynamischen Beiwerte zum Doppelaus-
schlag des Ruders mit und ohne ZVR-Regler wird am ursprünglichen Flatterpunkt zum
Vergleich simuliert.
In Kapitel 7.0 folgen die Zusammenfassung und der Ausblick. Es werden der Zweck
dieser Arbeit und das ’Indicial Concept’ abschließend zusammengefasst. Die durchge-
führten Arbeiten hinsichtlich der Modellbildungen, der Validerungen und der Beispiel-
anwendungen werden nochmals aufgeführt und bewertet. Im Ausblick wird auf weitere
mögliche Arbeiten basierend auf dem ’Indicial Concept’ und mit dem Ziel der Modell-
integration im Zeitbereich eingegangen.  
Zu den wichtigsten Ergebnissen dieser Arbeit zählen drei neue Formeln, die als Appro-
ximationsansatz der instationären Aerodynamik für inkompressible und kompressible
Strömungen anzusehen sind. Die ’Indicial Function’ (WAGNER-Funktion) für inkom-
pressible Strömung zählt hierzu als neuer Approximationsansatz im Vergleich zur
exakten THEODORSEN-Funktion. Dieser Approximationsansatz liefert bessere
Genauigkeit des Imaginär-Anteils der instationären Aerodynamik, woraus ein signifi-
kanter Einfluss auf die Flatterpunktvorhersage folgt. Die zwei anderen beziehen sich
auf neue Zeitkonstanten zu Approximationen der kompressiblen Strömung KαM und
KαΜ1/4, die  für die zirkulationsfreien ’Indicial’ Momente jeweils bezüglich der elasti-
schen Achse und 1/4-Profiltiefe stehen. Die Konstante KαM ist besonders wichtig für
die aeroelastische Modellierung.  
6
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2.0  Instationäre Aerodynamik bei Unterschallströmung
In diesem Kapitel wird die instationäre Aerodynamik an schwingenden dünnen Trag-
flächen bei Unterschallströmung beschrieben. Für eine harmonische Erregerkraft und
für beliebige Störgrößen werden die instationären Luftkräfte sowohl im Frequenzbe-
reich als auch im Zeitbereich ermittelt. Die Nichtlinearitäten der Aerodynamik und der
Struktur werden hier nicht berücksichtigt. Der Untersuchungsbereich wird auf kom-
pressible Unterschallströmungen beschränkt. 
2.1  Lineare Potentialgleichung
Ausgangsbasis für das in der Arbeit entwickelte Verfahren ist die linearisierte Potenti-
algleichung für das Geschwindigkeitsfeld. Die Voraussetzungen dazu sind Reibungs-
freiheit, konstante spezifische Entropie, Drehungsfreiheit und Kleinheit der von der
umströmten Flugkonfiguration erzeugten Geschwindigkeitsstörungen. U sei der
Geschwindigkeitsvektor der Luft im flugzeugfesten Koordinatensystem mit den
dimensionsbehafteten kartesischen Koordinaten X, Y, Z, mit einer konstanten Länge b,
hier die halbe Flügeltiefe, werden dimensionslose Koordinaten x, y, z durch
, (1)
eingeführt. Die Flügeltiefe erstreckt sich somit von x = -1 bis x = +1. Y variiert in
Spannweitenrichtung und Z ist die vertikale Koordinate. Mit dem Gradientoperator
(2)
und dem Geschwindigkeitsvektor
(3)
lauten die EULER-Gleichungen
(4)
und die lokale Massenbilanz (Kontinuitätsgleichung) 
. (5)
Darin bedeuten p der statische Druck und ρ die Massendichte. Die Voraussetzung der
Drehungsfreiheit bedeutet
. (6)
X bx= Y, by= Z, bz=
 ∇ i x∂
∂ j y∂
∂ k z∂
∂+ +=
U U∞ ux+( )i uy j uzk+ +=
∂U
∂t------ U ∇•  ( )U+
1
ρ-- ∇p–=
∂ρ
∂t-----  ρU( )∇•+ 0=
rotU 0=
8Dementsprechend existiert eine Skalarfunktion Φ (X,Y,Z), das Geschwindigkeitspoten-
tial, so dass
(7)
wobei  die Komponenten der Störgeschwindigkeiten sind.
Es gilt die folgende Identität
. (8)
Damit kann Gleichung (4) umgeformt werden in 
. (9)
Weil die Entropie als konstant vorausgesetzt wurde, gilt für Dichte- und Druckände-
rung
(10)
wobei a die Schallgeschwindigkeit ist, und nach der GIBBS-Relation
(11)
wobei h die spezifische Enthalpie ist. Mit
(12)
führen wir das Geschwindigkeitspotential ϕ der Störgeschwindigkeiten uX, uY, uZ ein
und setzen voraus
, (13)
um bezüglich ϕ zu linearisieren, nachdem das Störpotential ϕ in Gleichung (9) und
zusammen mit Gleichung (10) in Gleichung (5) eingesetzt worden ist. Mit der MACH-
Zahl der ungestörten Strömung   findet man dann für das Störgeschwin-
digkeitspotential im flugzeugfesten Koordinatensystem die Differentialgleichung
, (14)
die durch Einheitsprozesse und Linearisierung bezüglich der Ableitungen von ϕ aus
Gleichung (5) hervorgeht. Aus Gleichung (9) ergibt sich entsprechend
Φ∇ U∞ ux+( )i uy j uzk+ +=
ux, uy, uz
U rotU× U
 2 
2
--------⎝ ⎠⎛ ⎞ U ∇•  ( )U–∇=
t∂
∂U U 2 
2
--------⎝ ⎠⎛ ⎞
1
ρ-- ∇ p+∇+ 0=
dρ 1
a2
---- dp=
1
ρ-- ∇ p ∇ h=
Φ U∞X ϕ+=
∇ϕ
U∞
---------- 1«
Ma U∞ a∞⁄=
∇ 2ϕ 1
a2
----
 t2
2
∂
∂ ϕ– 2Maa∞----------
∂ 2ϕ
∂X∂ t-------------– Ma
2∂ 2ϕ
∂X 2
----------– 0=
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und nach Linearisierung
(16)
bzw.
(17)
oder mit Einführung des Druckkoeffizienten
,
wobei  im luftruhenden System gemeint ist.
Dabei wurde angenommen, dass im gesamten Strömungsfeld konstante Schallge-
schwindigkeit  herrscht. Diese Annahme gilt nicht mehr, wenn transsonische Berei-
che im Strömungsfeld auftreten, also lokal oder sogar global die MACH-Zahl in die
Nähe von 1 kommt. Die Linearisierung ist dann nicht mehr zulässig.
2.2  Kontaktbedingung der Strömungsgeschwindigkeit
(X, Y, Z, t) = 0 sei die Gleichung der Oberfläche (+ für Oberseite, - für Unterseite).
Ein Teilchen, das auf die Oberfläche gelangt, soll sich entlang dieser fortbewegen, bis
es sie an der Hinterkante wieder verlässt. Damit ist 
.
Die Randbedingung für das dünne Profil in ebener Strömung ist die tangentiale Strö-
mung an der Profiloberfläche 
 , (18)
, (19)
wobei Zo und Zu die obere und untere Oberfläche der Profilkontur beschreiben. Auf-
grund der Linearität der Gleichung (14) kann das Superpositionsprinzip angewendet
∇ 
t∂
∂ϕ 1
2
-- U∞ i ∇ϕ+( )2+⎝ ⎠⎛ ⎞
1
ρ-- ∇p– 0=
∇ 
t∂
∂ϕ U∞ X∂
∂ϕ+ 1ρ∞------ p p∞–( )+⎝ ⎠
⎛ ⎞ 0=
p p∞– ρ∞ t∂
∂ϕ U∞ X∂
∂ϕ+⎝ ⎠⎛ ⎞–=
cp
p p∞–
1
2
--ρ∞U∞2
----------------- 2
U∞
2
-------
 t∂
∂ϕ U∞ X∂
∂ϕ+⎝ ⎠⎛ ⎞–
2
U∞
2
-------∂ 'ϕ∂ t---------–= = =
∂ '
∂ t------
a∞
F  ±
DF  ±
Dt
------------- ∂F
  ±
∂X-----------
DX
Dt
------- ∂F  ±∂Y-----------
DY
Dt
------- ∂F  ±∂Z-----------
DZ
Dt
------- ∂F  ±∂  t-----------+ + + U ∇• F
 ± ∂F  ±
∂  t-----------+= =
uZo
∂ϕ
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+ t, ,( ) ∂Zo∂  t-------- U∞
∂Zo
∂X--------+= =
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∂ϕ
∂Z------ X 0
- t, ,( ) ∂Zu∂t-------- U∞
∂Zu
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10werden. Das Profil wird durch einen symmetrischen Tropfen, der allein durch Quellen
und Senken längs der Symmetrielinie (X-Achse) erzeugt werden kann, und einer Wir-
beldichteverteilung gemäß BIRNBAUM und ACKERMANN [44] längs der dünnen
Skelettlinie des Profils ersetzt. Die Profilgeometrie wird in Zt und Zs unterteilt, wobei
Zt den Dickeneffekt repräsentiert und Zs die Wölbung sowie den Anstellwinkel
beschreibt. 
   , (20)
   . (21)
Der Tropfen Zt liefert bekanntlich keinen Auftrieb und kein Nickmoment bei symme-
trischer Anströmung. Allein die dünne Skelettlinie Zs produziert den Auftrieb und das
Nickmoment des Profils. Diese Skelettlinie wird wiederum in einen stationären Profil-
wölbungsanteil und einen instationären Anstellwinkelanteil geteilt. 
Die Skelettlinie Zs repräsentiert ein unendlich dünnes Profil. Die Randbedingung der
Ausgangsgleichung (14) für das Störgeschwindigkeitspotential  ist für diesen Fall   
. (22)
Für das starre, unendlich dünne Profil, wie in Abbildung 1 dargestellt ist, gilt Zs(X, t) =
- hb - α (X+a b) bei kleinem α, wobei  ein Maß für die Schlagbewegung darstellt,
α der Torsionsdrehwinkel und  die Position des Drehpunktes ist. Die Geschwin-
digkeit uZ(Xs, t) an der Stelle Xs =  ergibt sich dann durch die folgende Gleichung
. (23)
Für Unterschallströmungen muß außerdem die KUTTA‘sche Abflussbedingung von
der Lösung erfüllt werden.
Dies ist der Grund, weshalb die dünne Platte den Startpunkt der Theorie der linearisier-
ten instationären Aerodynamik darstellt. 
2.3  Schwingende dünne Tragfläche bei inkompressibler Strömung 
Für Unterschall- und Überschallströmung ist die Gleichung (14) hyperpolisch. Für
inkompressible Strömung,  = 0 bzw. , geht die Gleichung (14) in die
LAPLACE-Gleichung über:
. (24)
Die Lösung dieser partiellen Differentialgleichung kann für einen harmonisch schwin-
genden Tragflügel berechnet werden, wobei die Zeit t als eine der unabhängigen Varia-
blen, nach denen differenziert wird, wegfällt. Für das dreidimensionale Problem und
auch für harmonische Bewegung ist eine exakte Lösung in allgemeiner Form nicht
Zo Zt Zs+=
Zu Z– t Zs+=
ϕ
ϕZ uZ Xs t,( ) ∂ Zs∂t--------- U∞
∂ Zs
∂X---------+= =
h b⋅
a b⋅
x b⋅
uZ x b⋅ t,( ) U∞α h· b x a+( )α·+ +[ ]–=
M∞ a∞ ∞→
∇ 2ϕ 0=
 
11möglich, abgesehen von den Möglichkeiten der Streifentheorie sowie für spezielle
Tragflügelformen. Daher steht in der Literatur die Behandlung des zweidimensionalen
Problems im Vordergrund. Für ein zweidimensionales Problem ist die Koordinate y in
Spannweitenrichtung in der Gleichung (14) nur ein unabhängiger Parameter.
Wir konzentrieren uns von nun an auf ein zweidimensionales, starres und dünnes Profil
in ebener Unterschallströmung, welches die gekoppelte Schlagbewegung h(t) und die
Torsionsbewegung α(t) sowie eine relative Ruderklappenbewegung β(t) zum Profil-
drehwinkel durchführen kann. Es handelt sich also um ein typisches Auftriebssystem,
bestehend aus Tragfläche und Ruder in ebener Strömung, wie in Abbildung 1 darge-
stellt. 
Die relative Lage des Schwerpunktes zur elastischen Torsionsachse A ist mit xA
bezeichnet, s. Abbildung 1. Diese ist bezogen auf das elastische Koordinatensystem,
d.h. wenn die Schwerpunktlage vor der elastischer Torsionsachse ist, ist xA negativ, hin-
ter der elastischen Torsionsachse ist xA positiv. h ist die vertikale Koordinate der elasti-
schen Achse mit Ursprung in A und von A aus nach unten positiv definiert. Die relative
Lage des Ruderdrehpunktes vom Ruderschwerpunkt aus ist mit xδ bezeichnet. xδ ist
positiv, wenn das Ruder hinter der Ruderdrehachse liegt. Die Größen rα und rδ stellen
die Trägheitsradien des Flügels bezogen auf die elastische Torsionsachse A sowie des
Ruders bezogen auf den Ruderdrehpunkt C dar. Die Drehwinkel α und δ sind positiv in
Uhrzeigerdrehrichtung. Die Anströmungsgeschwindigkeit  ist wie üblich von links
nach rechts und horizontal. Der Anstellwinkel α ist auf die Anströmrichtung bezogen,
die Ruderausschläge gehen von der gestreckten Anordung des Flügel-Ruder-Systems
aus. Die Größen rα und rδ treten immer quadratisch auf. Alle geometrischen Größen (a,
c, xA, xδ, rα und rδ) sind dimensionslos durch Bezug auf die halbe Profiltiefe b.
2.4  Geschwindigkeitspotential, Kräfte und Momente bei 
zirkulationsfreier Strömung
Die zirkulationsfreien instationären Luftkräfte und Momente werden in diesem
Abschnitt mit dem zirkulationsfreien Geschwindigkeitspotential ermittelt, ohne Details
von der Druckverteilung zu wissen.
U∞
(x1,y1)
(x1,-y1)
 
   
 .
*
b=1
  +ε  (Quelle)
 + 2ε (doppelter Quelle)
  −2ε (doppelte Senke)
 x
y
qp  .
Repräsentation des Flügelprofils durch einen Kreis nach konformer Abbildung 
12Nach der Methode der konformen Abbildung kann man das Flügelprofil ohne Zirkula-
tion auf einen Kreis x2 + y2=1 abbilden. Das Geschwindigkeitspotential resultiert aus
den individuellen Anteilen eines Flügel-Ruder-Systems, der Quelle im Ursprung des
Kreises, der Doppelquelle auf der Position (x1, y1) und der Doppelsenke auf der Posi-
tion (x1, -y1) auf dem Kreis. Wegen 
auf dem Einheitskreis ist das Geschwindigkeitspotential nur eine Funktion von x. Das
Geschwindigkeitspotential für das typische Flügel-Ruder-System ist in Anhang 8.1
beschrieben. Die Integrale des Geschwindigkeitspotentials und die geometrischen
Konstanten (so genannte THEODORSEN’sche T-Funktionen) sind ebenfalls dort zu
finden. 
2.5  Druck, Auftrieb und Drehmoment der zirkulationsfreien Anteile
Die lokale Druckdifferenz zwischen Ober- und Unterseite bei instationärer Strömung
erhält man aus der Gleichung (17). Die instationären Luftkräfte P nc, die aus den zirku-
lationsfreien Anteilen auf dem ganzen Profil resultieren, kann man durch die Integra-
tion der Druckdifferenzverteilung entlang der Profiltiefe bekommen
. (25)
Das resultierende Drehmoment Mαnc der zirkulationsfreien Anteile um die elastische
Achse ist, wenn x = X/b als dimensionslose Variable eingeführt wird,
 (26)
Das Rudermoment H nc um die Ruderdrehachse ist
  , (27)
wobei (X - ab) der Torsionshebelarm und (X - cb) der Hebelarm der Ruderklappe rela-
tiv zur Ruderdrehachse ist. Nach Einführung der Integrale der Geschwindigkeitspoten-
tiale der Gleichungen (365)-(406) in Anhang 8.1 bekommt man  
, (28)
y 1 x2–=
Pnc p X t,( ) Xd
b–
 b∫ ρ∞b ∂ 'ϕ∂ t--------- xd1–1∫–= =
M nc X ab–( )p X t,( ) Xd
b–
 b∫= ρ∞b2 ∂ 'ϕ∂ t--------- x c–( ) xd1– 1∫– ρ∞U∞b ∂ 'ϕ∂ t--------- xd1– 1∫
ρ∞b2 ∂ 'ϕ∂ t---------  c a–( ) x . d1–
 1∫–
+=
 H nc X cb–( )p X t,( ) Xd
 cb
 b∫ ρ∞b2 ∂ 'ϕ∂ t--------- x c–( ) xd c 1∫– ρ∞U∞b ∂ 'ϕ∂ t--------- xd c 1∫+= =
Pnc ρb2 bπ–( ) bπa( ) bT1( )
h··
b
--
α ··
δ  ··
ρb2U∞ 0 π– T4
h·
b
--
α ·
δ  ·
0 0 0+
h
b
--
α
δ 
+=
13,
(29)
. (30)
Damit sind die zirkulationsfreien Anteile an den instationären Kraftgrößen Auftrieb,
Moment und Rudermoment mit Hilfe des zirkulationsfreien Geschwindigkeitspotenti-
als dargestellt.
2.6  Geschwindigkeitspotential, Kräfte und Momente bei 
zirkulationsbehafter Strömung
In den nächsten zwei Abschnitten werden die zirkulationsbedingten instationären Luft-
kräfte und Momente aus dem Geschwindigkeitspotential der Zirkulation der Strömung
unter Beachtung der KUTTA’schen Randbedingung abgeleitet. 
Nach der Methode der konformen Abbildung kann man das Flügelprofil mit der Zirku-
lation Γ durch die Geschwindigkeitspotentiale des Wirbelpaars in den Punkten an
(ξ0,0) und   (1/ξ0,0) repräsentieren. 
M nc ρb3 πab   π– 1
8
-- a2+⎝ ⎠⎛ ⎞ b   2T13b–( )
h··
b
--
α ··
δ  ··
 +=
 ρb2U∞ 0  π a 12--–⎝ ⎠⎛ ⎞   T1 T5– c a–( )T4–{ }b–
h·
b
--
α ·
δ  ·
ρb2U∞ 2 0 π T– 4
h
b
--
α
δ 
+ +
H nc ρb3 bT1( ) 2T13b–( )
T3
π-----b
h··
b
--
α ··
δ  ··
ρb2U∞ bT4–( ) 2T9 T1+( )b( ) 0
h·
b
--
α ·
δ  ·
 + +=
 ρb2U∞ 2 0 T4–
T– 5
π--------
h
b
--
α
δ
+
∆
14Das Geschwindigkeitspotential des Wirbelpaars mit der Wirbelintensität Γ bzw. - Γ
ist 
 (31)
wobei wiederum (x, y) die dimensionslosen Koordinaten des Flügelprofils sind und ξ0
die Koordinate von - Γ   auf der x-Achse ist. Einführung der Gleichungen  (ξ0 + 1/ξ0)
= 2x0 bzw. 
                                                     
und 
                                                          
führt Gleichung (31) über in
 , (32)
wobei 
ist.  ist eine Funktion des Abstands zwischen dem ersten Wirbel und dem schwin-
genden Profil 
. .
+∆Γb=1 * *
. (x, y)
ξ01/ξ0
-∆Γ
x
y
  Repräsentation des Flügelprofils mit der Zirkulation  durch einen Kreis 
nach der konformen Abbildung
∆ ∆
ϕΓ ∆Γ2π------
y
x ξ0–-------------
x
x 1ξ0----–
--------------atan–atan
⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎛ ⎞
∆Γ
2π------
x 1ξ0----–⎝ ⎠
⎛ ⎞ y
x2 x 1ξ0----+⎝ ⎠
⎛ ⎞ x– y2+
---------------------------------------------atan= =
∆
ξ0 x0 x02 1–+=
y 1 x2–=
ϕΓ ∆Γ2π------–
1 x2– x0
2 1–
1 xx0–
-------------------------------------atan=
∆Γ Us
˜
dx0=
Us
˜
15(33)
wobei 
 ( ), 
der Abstand zwischen dem ersten Wirbel zu dem Profil, k = ωb/  die reduzierte
Frequenz, ω die Kreisfrequenz der Profilschwingung und  der Phasenwinkel ist. 
ist stationär. Die Gleichung (32) gibt die Zirkulation (entgegen dem Uhrzeigersinn) am
Profil wegen des Wirbels - Γ an der Position x0. Dieser Elementarwirbel ist nach
rechts von dem Profil weg mit einer Geschwindigkeit  fortgesetzt, daher ist 
 
und 
 .
Damit ist das zirkulationsbedingte Geschwindigkeitpotential beschrieben.
2.7  Druck, Auftrieb, Drehmoment der zirkulationsbedingten Anteile
Aus der Gleichung (17) für die Druckänderung 
 und  
folgt für die instationäre Luftkraft Pc aus den Zirkulationstermen - Γ an der Stelle x0
auf dem Ruder:
. (34)
Durch die Integration mit 
erhält man die instationäre Luftkraft resultierend aus der gesamten Zirkulation am
Ruder:
Us
˜
U0e
i k s
b˜
-- x0–⎝ ⎠⎛ ⎞ ψ+
=
s
˜
U∞t= s˜ ∞→
U∞
ψ Us
˜
∆
U∞
x0 U∞ t=
∂
∂ t------ U∞
∂
∂ x0---------=
p X t,( ) ρ∞ U∞∂ϕ∂X------
∂ϕ
∂ t------  +⎝ ⎠⎛ ⎞–=
∂ϕ
∂ t------
∂ϕ
∂ x0--------- U∞=
∆
∆Pruder
c p X t,( ) Xdcb–
 b∫  = =
ρ∞U∞b
∆Γ
π------  
x0
x0
2 1–
------------------ c 1 c2–  –acos⎝ ⎠⎛ ⎞
 x0 1+
x0 1–
---------------- 1 c2–+–
∆Γ Us
˜
 dx0=
16. (35)
Für c = -1 ist P für das gesamte Profil 
 . (36)
Das resultierende Drehmoment M c um die elastische Achse ist  
. (37)
Nach der Integration ist das Drehmoment M c 
. (38)
Das Rudermoment um die Ruderachse ist analog zu erhalten:
. (39)
Die zirkulationsbedingten Anteile an den instationären Luftkräften und Momenten sind
damit anhand des zirkulationsbedingten Geschwindigkeitspotentials abgeleitet.  
P∆ ruder c ρ∞U∞bπ----------------- c 1 c
2––acos( ) x0
x0
2 1–
------------------Us
˜
x0d
1
 ∞∫ 1 c2–  x0 1+x0 1–------------- Us˜ x0d1
 ∞∫+–=
P c ρ∞U∞ b
x0
x0
2 1–
------------------Us
˜
 x0d1–
 ∞∫–=
∆M c X ab–( )p X t,( ) Xd
 b–( )
  b∫= 2ρ∞U∞ b2∆Γ
  12
-- x0a–
x0
2 1–
---------------------–=
M c 2ρ∞U∞ b2
1
2
-- x0a–
x0
2 1–
-----------------
1
 ∞∫ Us
˜
 x0d–
⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞  =
 ρ∞U∞ b2 12--
x0 1+
x0 1–
------------- a 1
2
--+⎝ ⎠⎛ ⎞
x0
x0
2 1–
-----------------–
⎩ ⎭⎨ ⎬
⎧ ⎫
Us
˜
 x0d1
 ∞∫–=
H c
2ρ∞U∞ b2
π-------------------------  {–=
1 c2– 1 c
2
--+⎝ ⎠⎛ ⎞ c c
1
2
--+⎝ ⎠⎛ ⎞acos–
x0
x0
2 1–
------------------Us
˜
 x0  +d
1
 ∞∫
c c 1 c2––acos( )12--
x0 1+
x0 1–
------------- Us
˜
 x0 }d
1
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172.8  KUTTA’sche Bedingung 
Die Amplitude der Zirkulation läßt sich durch die KUTTA’sche Bedingung an der Hin-
terkante bestimmen. Die tangentiale Geschwindigkeit an der Hinterkante (x=1) sei
gleich Null, d.h.
. (40)
Nach Einführung der Gleichungen (365)-(370) (siehe Anhang 8.1) und der Gleichung
(32) bekommt man folgende wichtige Gleichung, die später die THEODORSEN-
Funktion bilden soll, 
. (41)
Definiert man 
, (42)
so folgt in Matrixschreibweise:
oder
(43)
mit
, (44)
. (45)
Durch Einführung dieser Definitionen in die Gleichung (36) erhält man 
∂
∂ x------- ϕΓ ϕα ϕh· ϕα· ϕδ ϕδ ·+ + + + +( ) 0=
1
2π-----
 x0 1+
x0 1–
---------------
1
 ∞∫ Us
˜
dx0 U∞α h· b 12-- a–⎝ ⎠⎛ ⎞ α
· T10
π-------U∞δ b
T11
2π-------δ  
·+ + + +=
Q 1
2π-----=
 x0 1+
x0 1–
---------------
1
 ∞∫ Us
˜
dx0
Q 0 U∞
U∞ T10
π-----------------
h
α
δ 
1 b 1
2
-- a–⎝ ⎠⎛ ⎞ b
T11
2π-------
h·
α·
δ ·
+=
Q U∞ S1
h
b
--
α
δ 
bS2
h
b
--
·
α ·
δ ·
+=
S1 0, 1,
1
π-- T10=
S2 1,
1
2
-- a–⎝ ⎠⎛ ⎞ ,
1
2π----- T11=
18. (46)
Damit folgt für Gleichung (38)  
(47)
und für die Gleichung (39) 
. (48)
Definiert man die Funktion
, (49)
und setzt man die Gleichung (33) ein, so erhält man die Funktion C = C(k):
. (50)
P c 2πρ∞U∞bQ
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19Diese Funktion ist als THEODORSEN-Funktion C(k) oder Wirbelschleppenfunktion T
= 2C(k)-1 bekannt und in BESSEL-Funktionen definiert, wobei k ein Ähnlichkeitspa-
rameter, die sogenannte reduzierte Frequenz, ist: 
, (51)
mit ω als Kreisfrequenz der Profilschwingung.
Nach Einführung der THEODORSEN-Funktion C(k) erhält man aus Gleichungen (46),
(47) und durch Einführung der Gleichungen (392) und (384) aus Anhang 8.1 in die
Gleichung (48) abschließend die folgenden Ausdrücke für die instationäre zirkulations-
bedingte Luftkraft und die Momente:
, (52)
, (53)
. (54)
In Gleichung (53) und Gleichung (54) sind die Terme 
                                        und  
frei von der THEODORSEN-Funktion. Nimmt man diese beiden Terme und damit den
zirkulationsbedingten Anteil heraus und setzt die zirkulationsfreien Anteile der Glei-
chungen (72) und (73) wieder ein, erhält man die instationäre zirkulationsbedingte
Luftkraft und die Momente:
, (55)
, (56)
              . (57)
Setzt man die Größe Q aus Gleichung (42) in die Gleichungen (55), (56) und (57) ein,
sind die zirkulationsbedingte Luftkraft und die Momente:
, (58)
,
(59)
k ωb
U∞
-------=
P c 2πρ∞U∞bQC k( )–=
M c 2πρ∞U∞b2 a 12--+⎝ ⎠⎛ ⎞ C k( )
1
2
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H c ρ∞U∞b2 T12C k( ) T4–( )Q–=
πρ∞– U∞b2Q ρ∞U∞b2T4Q–
P c 2πρ∞U∞ bQC k( )–=
M c 2 4( )πρ∞U∞ b2 a 12--+⎝ ⎠⎛ ⎞ QC k( )=
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P c 2πρ∞U∞b2
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-------α h
·
b
--  ⎝ ⎠⎛ ⎞
1
2
-- a–⎝ ⎠⎛ ⎞ α 
· T10
πb-------U∞δ
T11
2π-------δ  
·+ + + + C k( )–=
M c 2πρ∞U∞b2 a 12--+⎝ ⎠⎛ ⎞ U∞α b
h·
b
--  ⎝ ⎠⎛ ⎞ b
1
2
-- a–⎝ ⎠⎛ ⎞ α 
· T10
π-------U∞δ b
T11
2π-------δ 
·+ + + + C k( )=
20. (60)
Die zirkulationsfreien Anteile der Luftkraft und der Momente sind dafür:
, (61)
.
(62)
.(63)
Damit sind die zirkulationsbedingte und zirkulationsfreie instationäre Aerodynamik
mit der THEODORSEN-Funktion C(k) und den THEODORSEN’schen T-Konstanten
nach der Erfüllung der KUTTA’schen Randbedingung dargestellt, wobei k die redu-
zierte Frequenz ist.
2.9  THEODORSEN-Funktion und reduzierte Frequenz  
In diesem Abschnitt wird die THEODORSEN-Funktion (Vergleichbar mit der
KÜSSNER-Funktion) in Real- und Imaginärteil mit den BESSEL-Funktionen zerlegt.
Anhand der reduzierten Frequenz werden die charakteristischen physikalischen Phäno-
mene der Strömung erklärt.  
Die THEODORSEN-Funktion (50) ist aus BESSEL-Funktionen erster und zweiter Art
J und Y von nullter und erster Ordnung (0 und 1) definiert. 
(64)
mit
 , (65)
, (66)
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21wobei die BESSEL-Funktionen 
,
        und
,  
 
sind.  
Die THEODORSEN-Funktion C(k) ist eine wichtige Basisfunktion für das Problem
des oszillierenden Profils. Abbildung 4 zeigt die Verläufe der Real- und Imaginärteile
der komplexen C(k)-Funktion in Abhängigkeit von der reduzierten Frequenz k. 
Die reduzierte Frequenz sei an dieser Stelle bei einer Geschwindigkeit für  = 0.8
(in der Reisekonfiguration) näher erläutert: Für die Frequenz einer harmonischen Stö-
rung gilt 
wobei  ein momentaner Abstand zwischen dem ersten Wirbel und dem schwingen-
dem Profil ist. Aus der Gleichung ω = 2π f und der Gleichung (51) gilt für die redu-
zierte Frequenz:
. (67)
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22Die folgende Tabelle zeigt das Verhältnis zwischen der reduzierten Frequenz und dem
Abstand vom ersten Wirbel zum schwingenden Profil sowie der Form des Strömungs-
ablaufs.
Die VON KÁRMÀN Leistungsspektrumdichte [19] für atmosphärische Turbulenz ist
beim Böenproblem des Flugzeugs (für vertikale und laterale Böen) in folgender Glei-
chung nach JAR-25 ACJ25.341(b) gegeben:
(68)
wobei
 = Leistungsspektrumdichte [(m/s)2/rad/m];
 = 25 [ft/s] = 7.6206 [m/s] (bei Flughöhe 9144 m ) ’true root mean square’  
   Böengeschwindigkeit [m/s];
k = wie vorher die reduzierte Frequenz [-]; k/(2π) in [-];
l = 762 m (Skalierungslänge der Turbulenz des VON KÁRMÀN Spektrums).
Abbildung 3 zeigt die VON KÁRMÀN’sche Leistungsspektrum-Dichteverteilung in
Abhängigkeit der reduzierten Frequenz. Bei tiefen reduzierten Frequenzen (k < 0.5)
beinhaltet die Atmosphäre Turbulenz hoher Energie, während sie bei der höheren redu-
zierten Frequenz (k > 2) niedrige Energie beinhaltet. Die Strömung mit höherer Insta-
tionarität bei vertikalen und lateralen Böen beinhaltet niedrige Energie.
In diesem Abschnitt wurden die realen und imaginären Anteile der THEODORSEN-
Funktion mittels BESSEL-Funktionen ermittelt. Der Zusammenhang zwischen der
induzierten Frequenz und der physikalischen Eigenschaft der Strömung wurden
anhand einer beispielhaften Reisegeschwindigkeit bei der MACH-Zahl  = 0.8
eines Flugzeugs präsentiert. 
 
/b 
 
Strömungsablauf Dimensionslose
Zeit        
Zeit 
[-] [-] [-] [s]
0.0125 368 stationär 368 1.3529
0.786 20 fast stationär 20 0.0735 
1. 15.7079 fast stationär 15.7079 0.0577
1.57 10 instationär 10 0.0368
15.7 1 instationär 1 0.0037
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232.10  Massen-, Dämpfung- und Steifigkeitsmatrizen der ’Indicial’ 
Luftkraft in inkompressibler Unterschallströmung
Ziel dieses Abschnitts ist die Addition der zirkulationsfreien und zirkulationsbedingten
Anteile der instationären Luftkräfte, und die Separation der Anteile von dem Massen-
anteil der Luftkräfte für die Beschleunigung des Auftriebssystems, dem Dämpfungsan-
teil der Luftkräfte für die Geschwindigkeit des Auftriebssystems und dem
Steifigkeitsanteil der Luftkräfte für die Verschiebung des Auftriebssystems, um diese
später in die aeroelastischen Bewegungsgleichungen einfügen zu können. 
Um die Lösung der aeroelastischen Bewegungsgleichung (288) zu bekommen, ist es
notwendig, die gesamten instationären aerodynamischen Kräfte und Momente des Pro-
fil-Ruder-Systems zu berechnen. Dies entspricht den Massen-, Dämpfungs- und Stei-
figkeitstermen der Luftkräfte. Die resultierenden Luftkräfte aus zirkulationsbedingtem
Anteil und zirkulationsfreiem Anteil lassen sich in folgender Matrixschreibweise aus-
drücken:  
, (69)
   : gesamte Luftkräfte;
: zirkulationsfreier Luftkräfteanteil;
: zirkulationsbedingter Luftkräfteanteil;
: Massenträgheitsmatrix des zirkulationsfreien
  Anteils; 
: Dämpfungsmatrix des zirkulationsfreien Anteils;
: Steifigkeitsmatrix des zirkulationsfreien Anteils;
: Zustandsvektor des Profil-Ruder-Systems mit 
  drei Freiheitsgraden;
: Erste Ableitung des Zustandsvektors nach der Zeit;
: Zweite Ableitung des Zustandsvektors nach der Zeit.
Aus den Gleichungen (28) - (30) erhält man folgende Gleichungen:
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24, (70)
, (71)
, (72)
. (73)
Aus Gleichungen (52) - (54), sowie (50) und (42) bekommt man die Luftkräfte aus den
zirkulationsbedingten Anteilen
, (74)
wobei (75)
mit (76)
und C, S1, S2 durch die Gleichungen (50) bzw.(64), (44) und (45) erklärt ist.
Die zirkulationsbedingten Luftkräfte-Anteile resultieren aus Gleichung (74) in Mas-
sen-, Dämpfungs- und Steifigkeitsmatrix-Schreibweise:
, (77)
mit ,  (78)
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25und damit sind 
, (79)
, (80)
. (81)
Die gesamten Luftkräfte sind daher in folgender Form darstellbar:   
. (82)
Bei der inkompressiblen Strömung wirkt sich der zirkulationsbedingte Anteil nur auf
die Dämpfungs- und Steifigkeitsterme aus, während sich der zirkulationsfreie Anteil
noch auf die Massenträgheitsterme auswirkt. Diese Terme nennt man folglich wegen
der scheinbaren zusätzlichen Masse ’Apparent Mass’ Terme.
Damit sind die gesamten Luftkräfte mit zirkulationsfreien und zirkulationsbedingten
Anteilen aus der Potentialtheorie für die inkompressible Strömung als exakte Lösung
abgeleitet. Diese ’Indicial’ Luftkräfte wurden zwecks Einführung der aeroelastischen
Bewegungsgleichung in Massen-, Dämpfungs- und Steifigkeitsmatrix-Schreibweise
dargestellt. Die THEODORSEN-Funktion C und die reduzierte Frequenz wurden
mathematisch und physikalisch beschrieben.
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27Kapitel 3
3.0  Instationäre Luftkräfte aus beliebiger Bewegung des 
schwingenden Auftriebssystems in inkompressibler 
Strömung
In diesem Kapitel werden die instationären Luftkräfte für beliebige Bewegung des
schwingenden Profil-Ruder-Auftriebssystems (ohne Ruderausschlag) in inkompressi-
bler Unterschallströmung abgeleitet. Die Methode basiert auf der Anwendung des
Superpositionsprinzips aufgrund der Linearität der Gleichung unter der Anwendung
von FOURIER-Integralen in der LAPLACE-Ebene. Die bekannten Ergebnisse für har-
monische Bewegungen werden berücksichtigt. Zunächst wird die aus einem Abwind in
Form einer Sprungfunktion resultierende charakteristische Auftriebsfunktion (’Indicial
Function’) berechnet. Die allgemeine beliebige instationäre aerodynamische Auftriebs-
funktion lässt sich unter der Anwendung des DUHAMEL-Integrals berechnen.  
Im Gegensatz zu der exakten Lösung im Kapitel 2.0 werden in diesem Kapitel zuvor
die Luftkräfte mittels der Approximationsmethode im Zustandsraum bestimmt. Daraus
kann ein aerodynamisches Modell im Zustandsraum gebildet werden. Abbildung 5
zeigt das Blockdiagramm für solch ein instationäres Luftkräftemodell im Zustands-
raum.    
3.1  Effektiver Abwind w3l/4 für die Zirkulation
Die zirkulationsbedingten Luftkräfte in der Gleichung (74) sind nur abhängig von dem
Wert aus der Gleichung (42) ohne Ruderausschlag
. (83)
Dies ist der plötzliche (’instantaneous’) Abwind an 3/4-Profiltiefe [6]. Der Auftrieb
bezüglich C(k) wirkt in 1/4-Profiltiefe am aerodynamischen Neutralpunkt. Nach [14]
ist der Anstellwinkel für die Sprunganregung maßgebend.
(84)
Umwandlung der Sprunganregung in FOURIER-Integralform gibt 
. (85)
Die zirkulationsbedingte Luftkraft resultiert aus der Gleichung (52) für diese Anregung
(der sogenannte ’Indicial Lift’). 
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28. (86)
Der Parameter S ist die dimensionslose Zeit S: 
. (87)
3.2  WAGNER-Funktion und ’Indicial Function’ Konzept
Eine Sprungantwort der instationären Luftkräfte (’Indicial Lift’) wurde erstmals von H.
Wagner [48] durch die nach ihm benannte WAGNER-Funktion für eine ebene inkom-
pressible Strömung für instationäre Aerodynamik angegeben.  
. (88)
Für die praktische Anwendung führt man das ’Indicial Function’ Konzept ein, das den
instationären zirkulationsbedingten Vorgang durch eine exponentielle Funktion der
Zeit beschreibt. Die exponentielle Approximation der WAGNER-Funktion geht auf R.
T. Jones [21] zurück
, (89)
bzw.
. (90)
Diese Approximationsfunktion φ (S) wird als ’Indicial Function’ bezeichnet. Garrick’s
Approximation [14] dafür ist
. (91)
Im Abbildung 2 ist die WAGNER-Funktion in der Approximation von R. T. Jones und
Garrick dargestellt. 
Zwei Eigenschaften hat diese ’Indicial Function’: 
• bei S = 0 (bzw. t = 0) ist die WAGNER-Funktion W(0) = 0.5; 
• für die dimensionslose Zeit S = 20 nähert sich die WAGNER-Funktion W(S=20) an 
den stationären Wert.  
Um eine allgemeine instationäre aerodynamische Zustandsgleichung zu erhalten, wird
eine allgemeine zirkulationsbedingte ’Indicial Function’ 
 (92)
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29durch eine Exponentialfunktion mit n Polen formuliert. Diese Näherung ist für die
praktische Anwendung besonders vorteilhaft, da damit der instationäre Auftrieb und
das instationäre Moment für eine Analogsimulation zeitlich beliebiger, dynamischer
aeroelastischer Vorgänge bestimmt werden kann. 
Bei der Erhöhung der Anzahl der Pole in der ’Indicial Function’ φ in Gleichung (92)
wird eine bessere Näherung der Übertragungsfunktion erreicht, aber wiederum auch
die Anzahl der zusätzlichen Zustandsgrößen des aeroelastischen Systems erhöht und
der Rechenaufwand vergrößert. Aus diesem Grund wird im allgemeinen die Entwick-
lung von φ  mit zwei Polen in inkompressibler Strömung vorgenommen. 
3.3  ’Indicial’ Luftkräfte in inkompressibler Strömung 
Der ’Indicial Lift’ (Antwort des Auftriebs auf eine Sprunganregung) in der Gleichung
(86) ist mit der WAGNER-Funktion φ (S) in folgender Form auszudrücken:
. (93)
Analog sind ’Indicial’ Momente um die elastische Achse aus Gleichung (56) und das
’Indicial’ Rudermoment um den Ruderdrehpunkt aus Gleichung (57) in folgender
Form herleitbar:
, (94)
. (95)
3.4  Zirkulationsbedingter Auftrieb bei beliebiger Anregung  
Die beliebige transiente zirkulationsbedingte Auftriebsfunktion Pc(t) läßt sich durch
das DUHAMEL-Superpositionsintegral mit der WAGNER ’Indicial Response’ Funk-
tion ermitteln. Der instationäre Auftrieb bei zeitlich beliebiger vertikaler translatori-
scher Bewegung w(t) ist im Zeitbereich in folgender Gleichung formuliert
, (96)
oder äquivalent
 . (97)
wobei φ (t) die sogenannte ’Indicial Function’ in Gleichung (89) mit den folgenden
Werten der Parameter A1, b1, A2, b2 ist: A1 = 0.165, b1 = 0.0455, A2 = 0.335 und b2 =
0.3. Die gesamten Luftkräfte sind dann durch folgende Formeln beschrieben:
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30, (98)
, (99)
. (100)
Die LAPLACE-Transformation ergibt dafür
, (101)
, (102)
. (103)
3.5  Übertragungsfunktion des zirkulationsbedingten 
Auftriebssystems
Die Übertragungsfunktion der zirkulationsbedingten Auftriebskraft  bei einer
beliebigen vertikalen translatorischen Bewegung w(s), die mit der WAGNER-Funktion
assoziiert ist, ergibt sich durch Anwendung der ’Indicial Function’ in Gleichung (89)
mit der Anfangsbedingung der Sprungantwort in inkompressibler Strömung φ (0) = 1 -
A1 - A2 = 1/2:
. (104)
Die Gleichung (104) ist die Übertragungsfunktion des zirkulationsbedingten Auftriebs,
bei der eine beliebige vertikale translatorische Bewegung w(s) bzw. Anstellwinkelän-
derung einer dünnen Platte in inkompressibler ebener Strömung zugelassen wird.
Aufgrund der zirkulationsbedingten Auftriebs- und Momentenbeiwerte infolge einer
Anstellwinkelanregung gemäß
, (105)
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31, (106)
(107)
sind die Übertragungsfunktionen der zirkulationsbedingten Auftriebsbeiwerte der
Bewegung w(s) daher
, (108)
, (109)
. (110)
Die Übertragungsfunktion in der Gleichung (104) beschreibt im Zeitbereich als lineare,
gewöhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten für den zirkulations-
bedingten Auftrieb das Verhalten bei einem sprungförmigen Abwind w3/4 (t) in 3/4-
Flügeltiefe gemäß Gleichung (84) [10], und man erhält:
, (111)
, (112)
, (113)
wobei die Definition der dimensionslosen Zeit S in Gleichung (87) wieder durch die
Zeit t ersetzt wurde. Der transiente zirkulationsbedingte instationäre Auftrieb ist im
Zustandsraum für eine beliebige Bewegung in den Gleichungen (111)-(113) abgebil-
det. Der zirkulationsbedingte Auftriebsbeiwert  wird nun als Ausgangsgröße des
Systems angenommen, und ein sprungartiger Abwind w3/4 (t) in 3/4-Flügeltiefe wird
als Eingangsgröße vorgegeben. Die Zustandsgleichung des Systems wird schließlich
durch die Gleichungen
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32, (114)
, (115)
, (116)
(117)
beschrieben. Hierbei sind  zwei zusätzliche Zustandsgrößen, die aus der ’Indi-
cial Lift’ Funktion φ (S) gemäß Gleichung (90) der aerodynamischen Approximation
mit zwei Polen der WAGNER-Funktion resultieren. Der zusätzliche Term 1/2 w3/4 in
Gleichungen (113) - (117) gibt den Anfangswert 1/2 der WAGNER-Funktion wieder. 
Damit ist das zirkulationsbedingte Auftriebssystem in inkompressibler Strömung
anhand der ’Indicial Function’ im Zustandsraum hergeleitet. 
3.6  Validierung der Approximation der ’Indicial Function’ für  
inkompressible Strömung 
In diesem Abschnitt wird die ’Indicial Function’ φ (S) für inkompressible Strömung
anhand der THEODORSEN-Funktion und WAGNER-Funktion in der Approximati-
onsform validiert. Daraus wird ein neuer Approximationsansatz der WAGNER-Funk-
tion abgeleitet. 
Die Antwort des ’Indicial Lift’ auf eine Anstellwinkeländerung ist in Gleichung (101)
für eine beliebige Anstellwinkelanregung w(t) angegeben. Vergleicht man die α−
Terme der Anstellwinkelanregung dieser Gleichung mit den Gleichungen (52) und
(42), so kann man feststellen, dass die Beziehung zwischen der THEODORSEN-Funk-
tion und der ’Indicial Function’ in der LAPLACE-Ebene die folgende Form annimmt:
. (118)
Die THEODORSEN-Funktion C(ik) und die WAGNER-Funktion in der Approximati-
onsform bzw. die ’Indicial Function’ φ c(t) in der Gleichung (89) bilden daher ein FOU-
RIER-Transformationspaar.
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33Nach Einführung der Anfangsbedingung φ c(0) = 1 - (A1 + A2) ist dann die THEO-
DORSEN-Funktion in der LAPLACE-Ebene
, (119)
bzw.
 
. (120)
Wenn man s = ik einsetzt, bekommt man die THEODORSEN-Funktion in Real- und
Imaginärteil getrennter Form, C(ik) = Fc + i Gc mit
, (121)
. (122)
Um eine bessere Approximation der WAGNER-Funktion zu bekommen, wird ein Ver-
gleich der THEODORSEN-Funktion in exakter Form (Gleichung (50)) und in explizi-
ter Form gemäß Gleichungen (121), (122) und mit verschiedenen Ansätzen der
’Indicial Functions’ (gemäß R. T. Jones [21] und T. S. Beddoes [4]) in dieser Arbeit
durchgeführt. 
Als Ergebnis dieses Vergleichs wird der folgende neue Approximationsansatz für die
WAGNER-Funktion der zirkulationsbedingten aerodynamischen Anteile eingeführt:    
. (123)
Dieser Approximationsansatz ist neu und unterscheidet sich von dem bisher bekannten
Ansatz für inkompressible Strömung.
Abbildung 4 zeigt die Verläufe der Real- und Imaginärteile der komplexen C(k)-Funk-
tion in Abhängigkeit von der reduzierten Frequenz im Vergleich zur exakten Lösung
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34gemäß (83) und (84) sowie mit den Approximationen gemäß Gleichung (123), aus R.
T. Jones [21] Gleichung (90) und T. S. Beddoes [4] aus der Summation der Gleichun-
gen (131) bei  wie im Kapitel 4.0. Man erkennt, dass die Approximationsgüte
der Gleichung (123) sehr gut ist, insbesondere wird eine bessere Approximation des
Imaginärteils der THEODORSEN-Funktion (ab k > 0.25) bestimmt, woraus ein signi-
fikanter Einfluss auf die Vorhersagbarkeit der Flatterphänome folgt. Tabelle 5 listet
diese ’Indicial Functions’ mit den entsprechenden Parametern auf.
Damit ist die Validierung der ’Indicial Function’ für die inkompressible Strömung
durchgeführt. Ein neuer Approximationsansatz der WAGNER-Funktion wurde abge-
leitet, was als erster Beitrag dieser Arbeit auf dem Gebiet der instationären Aerodyna-
mik anzusehen ist.
3.7  Normalform der Zustandsgleichung der zirkulationsbedingten 
instationären Aerodynamik 
In diesem Abschnitt wird die Zustandsgleichung der zirkulationsbedingten Luftkräfte
in einer Standardform umgeschrieben.
Das zirkulationsbedingte instationäre aerodynamische Verhalten eines zweidimensio-
nalen Profils kann mit dem linearen Differentialgleichungssystem für n unbekannte
Zustandsgrößen in allgemeiner Zustandsgleichungsform beschrieben werden:
 , (124)
, (125)
wobei u die Systemeingangsgröße und y die Ausgangsgröße des Systems sind. Die
Größen x = xi , i = 1,2, ..., n sind die Zustandsgrößen, und  bezeichnet die zeitliche
Ableitung. 
Als Eingangsgröße kommt hier als ein Beispiel 
u = [w3/4  0 0 ]T, 
in dem nur der Abwind an 3/4-Profiltiefe von Null verschieden ist, und als Ausgangs-
größe der Vektor der  zirkulationsbedingten Luftkräftebeiwerte, also
,
in Betracht. 
Die Gleichungen (114) und (115) - (117) lassen sich jetzt umschreiben in Zustandsglei-
chungsform mit dem Zustandsvektor 
,
M∞ 0=
x· Ax Bu+=
y Cx Du+=
x·
y CN
C CM
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C
T
=
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=
35und den Systemmatrizen
         , (126)
, (127)
         ,    (128)
  . (129)
Abbildung 5 stellt das Blockdiagramm des Modells im Zustandsraum für die instatio-
nären Luftkräfte dar. Diese Zustandsgleichung wird als eine S-Funktion in einem ’Mat-
lab m-File’ beschrieben. Dort werden die Matrizen A, B, C und D eingegeben. Die
Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten wird im
Matlab-Simulink-Modul mittels Solver ode45 gefunden. 
In Abbildung 6 ist der zirkulationsbedingte instationäre Luftkraftbeiwert CN des
Systems auf eine Sprungeingabe des Anstellwinkels mit den Anfangsbedingungen
 in inkompressibler Strömung dargestellt. 
Analog dazu ist der instationäre Luftkraftbeiwert CN als Antwort auf eine harmonische
Anregung des Anstellwinkels, ebenfalls mit den Anfangsbedingungen
, in Abbildung 7 dargestellt. Abbildung 7 zeigt den Auftriebsbeiwert
bei harmonischer Anregung des Anstellwinkels eines Profilsystems mit diesem Appro-
ximationsansatz gemäß Gleichung (123) im Vergleich mit der Approximation von R. T.
Jones [21] Gleichung (90) und von T. S. Beddoes [4] aus der Summation der Gleichun-
gen (131) bei  wie in Kapitel 4.0. 
Damit sind die Zirkulationsanteile der instationären Luftkräfte für die beliebige Bewe-
gung (Abwind an 3/4-Profiltiefe) bei inkompressibler Strömung hergeleitet. Ein Auf-
triebssystem im Zustandsraum wurde durch die Gleichungen (124), (125) gebildet.
Aus dem Vergleich der ’Indicial Funktion’ in der LAPLACE-Ebene mit der THEO-
DORSEN-Funktion resultierte ein neuer und genauerer Approximationsansatz zur
WAGNER-Funktion. Im Vergleich mit der üblichen Approximation R. T. Jones [21]
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36liefert der neue Ansatz eine genauere Abschätzung des Imaginärteils des ’Indicial’
Auftriebs, woraus eine genauere Berechnung des Flatterpunktes resultiert. 
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4.0   Instationäre Luftkräfte aus beliebiger Bewegung des 
schwingenden Auftriebssystem in kompressibler 
Unterschallströmung
In diesen Kapitel wird der Kern der aeroservoelastischen Modellbildung herausgear-
beitet. Dazu werden die gesamten Luftkräfte für kompressible Strömung im Zeitbe-
reich für beliebige Bewegungen des Anstellwinkels, der Nickgeschwindigkeit, des
Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate-Anregung hergeleitet. Mittels des ’Indi-
cial Function’ Konzeptes wird ein Auftriebssystem im Zustandsraum gebildet. Die
Methode basiert ebenfalls auf einer Anwendung des DUHAMEL-Superpositionsinte-
grals. Durch die LAPLACE-Transformation der ’Indicial Function’ werden die aerody-
namischen Beiwerte im Frequenzbereich bestimmt. Zur Validierung werden sowohl im
Zeitbereich als auch im Frequenzbereich Vergleiche mit experimentellen und numeri-
schen Literaturergebnissen durchgeführt. 
Exakte Lösungen wie die THEODORSEN-Funktion und die WAGNER-Funktion für
zirkulationsbedingte instationäre Luftkräfte gibt es bisher nicht für kompressible
Unterschallströmung. Es ist auch nicht möglich, die WAGNER-Funktion als eine
Funktion der MACH-Zahl zu skalieren. Die Lösungen können in kompressibler Strö-
mung mittels ’Indicial Functions’ in einer approximierten Form gefunden werden. Die
Anfangs- (t = 0) und die stationären Endwerte (t = ) der ’Indicial Response’ sind
aber trotzdem in exakter Form bekannt [32], [6]. Dies ist zwecks Validierung und für
die Bestimmung von Approximationsansätzen hilfreich. Es resultieren zwei neue Zeit-
konstanten KαM, KαΜ1/4 für das nicht-zirkulationsbedingte ’Indicial Moment’ um die
elastische Achse und um den 1/4-Punkt der Profiltiefe, hervorgerufen durch die
Anstellwinkelanregung. Dies ist der zweite Beitrag dieser Arbeit zur instationären
Aerodynamik in kompressibler Strömung. 
Im Vergleich zur inkompressiblen Strömung sind die zusätzlich zu betrachtenden Frei-
heitsgrade des Systems die sprungförmige Nickgeschwindigkeits-, Ruderschlags-, und
Ruderausschlagsrate-Anregung. Das DUHAMEL’sche Superpositions-Integralprinzip
gilt ebenfalls für Luftkräfte und Momente für beliebige Bewegungen in kompressibler
Strömung. 
Die ’Indicial Functions’ sind die approximierten exponentiellen Funktionen der
MACH-Zahl  und der Zeit t. Der MACH-Zahleffekt wird durch die PRANDTL-
GLAUERT-Transformation β =  berücksichtigt. Nach [6] wird eine dimensi-
onslose Zeit S’ = β 2S = β 2( t/b) in der approximierten exponentiellen Funktion
eingeführt. Die ’Indicial Functions’ für den Auftrieb und die Momente sind dann
abhängig von der dimensionslosen Zeit S’ und der MACH-Zahl .
∞
M∞
1 M∞
 2–
U∞
M∞
384.1  Zusätzliche Profil-Freiheitsgrade
In diesem Abschnitt werden die wichtigen zusätzlichen Profil-Freiheitsgrade für eine
ebene kompressible Strömung eingeführt. Diese Freiheitsgrade sind die vertikale trans-
latorische Geschwindigkeit, die rotatorische Winkelgeschwindigkeit (Nickgeschwin-
digkeit) des Profils, der Ruderausschlag und die Ruderausschlagsrate des Ruders. Die
vertikale Geschwindigkeit   an der Nase des Flügels ist äquivalent zum Anstellwin-
kel α0 =  . Der Abwind aus Gleichung (23) wird zur Erinnerung hier noch ein-
mal dargestellt:
                      .                                   (23)
Im Gegensatz zum Abschnitt 3.4 ist für die Zirkulation um ein Tragflügelprofil in kom-
pressibler Strömung nicht nur die vertikale Geschwindigkeit an der 3/4-Profiltiefe
maßgebend [6]. Der Term b(x+a)  variiert mit der Position x in der Profiltiefenrich-
tung. Das bedeutet, dass zwei zirkulationsbedingte ’Indicial Functions’ betrachtet wer-
den müssen: eine für die vertikale translatorische Bewegung (Abwind), die andere für
die Nickgeschwindigkeit [6], statt nur einer WAGNER-Funktion. Als Anregungen
werden die vertikale translatorische Geschwindigkeit, die Winkelgeschwindigkeit bzw.
Nickgeschwindigkeit des Profils, der Ruderausschlag und die Ruderausschlagsrate
betrachtet. Die Nickgeschwindigkeit q = ( b)/  [36] bzw. q = ( 2b)/  [33] ist
mit dem Bahnwinkel θ = f(t) definiert. Für das flugzeugfeste Koordinatensystem in
Übereinstimmung mit dem geodätischen Koordinatensystem werden die Koordinaten-
richtungen angenommen. Dann ist die Anstellwinkelgeschwindigkeit gleich der Bahn-
winkelgeschwindigkeit . Der ’Indicial Lift’ und das ’Indicial Moment’ um die
elastische Achse und das ’Indicial’ Rudermoment können dafür später ermittelt wer-
den. 
4.2  ’Indicial Function’ in kompressibler Strömung
Für die ’Indicial Functions’ in kompressibler Strömung werden die zirkulationsbeding-
ten und die zirkulationsfreien (impulsiven) Anteile nach [4] separiert. Der zirkulations-
bedingte Anteil trägt hauptsächlich zu den stationären Werten bei, während der
zirkulationsfreie Anteil den Startvorgang repräsentiert. Abbildung 8 stellt zum Ver-
gleich die zirkulationsbedingten und zirkulationsfreien Anteile der Antworten des Auf-
triebsbeiwerts CNα auf die Anstellwinkelsprunganregung bei der MACH-Zahl   =
0.4 in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit als Beispiel dar. Die zirkulationsbeding-
ten und die zirkulationsfreien Anteile werden durch gestrichelte Linien und gestrichelt-
punktierte Linien unterschieden. Der zirkulationsfreie Anteil reagiert rasch (exponenti-
ell) auf die Anregung und verschwindet nahezu im stationären Zustand - dieser Anteil
bestimmt also den Anfangswert. Der zirkulationsbedingte Anteil dagegen zeigt asymp-
totisches Verhalten beim Aufbau des stationären Auftriebs.  
In den folgenden zwei Abschnitten werden jeweils die ’Indicial Funktion’ des zirkula-
tionsbedingten und zirkulationsfreien Anteils in kompressibler Strömung beschrieben. 
h·0
h0
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394.2.1  Zirkulationsbedingte ’Indicial Function’ in kompressibler Strömung
In diesem Abschnitt wird die zirkulationsbedingte ’Indicial Funktion’ in kompressibler
Strömung beschrieben.
Die ’Indicial Function’ des zirkulationsbedingten Anteils  für die Anstellwinkelbe-
wegung α ist nach [4]:  
, (130)
mit den Bedingungen: 
,
Nach T. S. Beddoes’ Validierung [4] ist A3 = 0.3, A4 = 0.7, b3 = 0.14, b4 = 0.53, so dass
für die zirkulationsbedingte ’Indicial Function’  bei der Anstellwinkelanregung folgt
 . (131)
Der hochgestellte Index c bezeichnet die zirkulationsbedingten Antwortanteile, der
tiefgestellte Index α bedeutet die Anstellwinkelanregung. 
Die zirkulationsbedingte ’Indicial Function’ für das Moment bezüglich der elastischen
Achse bei der Anstellwinkelanregung ist analog der Beziehung zwischen Auftriebsbei-
wert und dem Nickmomentenbeiwert in inkompressibler Strömung
. (132)
Die zirkulationsbedingte ’Indicial Function’ für das Moment der Nickgeschwindigkeit
bezüglich 1/4-Profiltiefe ist nach [27] 
, (133)
wobei b5 = 0.5 aus experimentellen Werten nach Untersuchungen im Frequenzbereich
ermittelt wurde. 
Die zirkulationsbedingte ’Indicial Function’ für das Rudermoment bezüglich des
Ruderdrehpunktes bei einem Ruderausschlag ist nach [25]  
, (134)
wobei b6 = 1.5 ebenfalls aus Experimenten und Analysen im Frequenzbereich resul-
tiert.
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40Der zirkulationsbedingte Auftrieb ist gemäß der Theorie der linearisierten instationären
Aerodynamik in kompressibler Strömung eine intrinsische Funktion der Strömung und
unabhängig von der Profilrandbedingung. Die zirkulationsbedingten ’Indicial Lifts’
sind für Anstellwinkel und Nickgeschwindigkeit (bezogen auf die Halbflügeltiefe b)
nach [36], [37] und [33] für alle MACH-Zahlen gleich. Die zirkulationsbedingten
’Indicial Functions’ dafür sind daher identisch (vgl. [29] und [33]): 
 , (135)
, (136)
. (137)
Die tiefgestellten Indizes q, α, , δ,  kennzeichnen den Bezug zu der Nickge-
schwindigkeit, dem Anstellwinkel, dem Ruderausschlagswinkel und deren Geschwin-
digkeiten.
Die ’Indicial Function’ für das Moment und das Rudermoment bei einem Ruderaus-
schlag sind nach [33] analog zur Gleichung (135) ebenfalls identisch:
. (138)
Die tiefgestellten Indizes M, H kennzeichnen das Moment um die elastische Achse und
das Rudermoment um den Ruderdrehpunkt.
Damit ist die ’Indicial Function’ des zirkulationsbedingten Anteils dargestellt.
4.2.2  Zirkulationsfreier Anteil der ’Indicial Function’ in kompressibler 
Unterschallströmung
In diesem Abschnitt werden die zirkulationsfreien ’Indicial Functions’ für die Luftkraft
und die Momente behandelt. Die ’Indicial Functions’ des zirkulationsfreien Anteils
werden in exponentieller Form mit Zeitkonstanten approximiert. 
Der zirkulationsfreie (impulsive) Anteil klingt exponentiell von seinem Anfangswert
ab, während der zirkulationsbedingte Anteil asymptotisch dem stationären Wert α
entgegen strebt. Aus diesem Anfangswert definiert man den zusätzlichen zirkulations-
freien Anteil  der ’Indicial Funktion’, der für beliebige MACH-Zahl bei der Anfangs-
zeit t = 0 gilt. Die allgemeine Auftriebs- und Momentenbeiwerteantwort auf die
Sprunganregung des Anstellwinkels und der Nickgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0
gemäß  NEWTON’s zweitem Gesetz nach Lomax [32] sind im Anhang 8.2 in explizi-
ter Form angegeben. 
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41Für folgende Zeiten wird sich die Anfangsdruckwelle mit lokaler Schallgeschwindig-
keit ausbreiten, und die Luftkräfte fallen exponentiell von ihrem Anfangswert ab.
Lomax et al. [32] haben für die ’Indicial Response’ sowohl für den Anfangszeitraum 
als auch für den Anfangszeitpunkt t = 0 auf die expliziten Lösungen hingewiesen. Es
gilt in dieser Phase die sogenannte PISTON-Theorie. Aus den Anfangsbedingungen
kann man die Zeitkonstanten des zirkulationsfreien Anteils der ’Indicial Functions’
ebenfalls in expliziter Form bestimmen. Die Sprunganregung erfolgt jeweils durch die
Anstellwinkel α und die Nickgeschwindigkeit q bezüglich der Vorderkante des Profils.
Der gesamte ’Indicial Lift’ und das Moment bezüglich der Vorderkante des Profils (mit
dem Hochindex  gekennzeichnet) für den Anfangszeitraum 
 
sind in Anhang 8.3 zu finden [32].
Die ’Indicial Response’ in diesem Anfangszeitraum 
 
nach einer Sprunganregung des Ruderausschlags bezüglich des Ruderdrehpunktes, δ
und 2b/ , sind in Anhang 8.4 angegeben [29].
Die zirkulationsfreien ’Indicial Functions’ werden nun zusammen dargestellt. Die
Sprunganregungen bestehen jeweils aus einer Anstellwinkelanregung α, einer Ände-
rung der Nickgeschwindigkeit q und dem Ruderausschlagswinkel δ. Die ’Indicial
Functions’ sind in folgenden Gleichungen nach [4] zusammengefasst:
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42 , (144)
, (145)
, (146)
, (147)
, (148)
wobei A7 = 1.5, A8 = - 0.5, b7 = 0.25, b8 = 0.1 nach [24] und Kα , Kq [24], Kδ [33],
[33], KαΜ , KqM [24], KδM [33], KδH [33], TI die zirkulationsfreien Zeitkonstanten sind.
In Anhang 8.3 werden die Ableitungen der Zeitkonstanten Kα , KαΜ (neu), und TI
gezeigt. Die hochgestellten Indizes nc bezeichnen die zirkulationsfreien ’Indicial
Response’ Anteile. Die tiefgestellten Indizes α, q, δ bedeuten die sprungartigen Anre-
gungen des Anstellwinkels, der Nickgeschwindigkeit und des Ruderausschlagswin-
kels. Der tiefgestellte Index M bezeichnet das Moment bezüglich der elastischen Achse
und H das Ruderdrehmoment bezüglich des Ruderdrehpunktes. Alle Zeitkonstanten für
die ’Indicial Functions’ der zirkulationsfreien Anteile sind im Anhang 8.3 zu finden.
Die Zeitkonstante KαΜ (Gleichung (149)) des ’Indicial Moments’ (S, ,a)
bezüglich der elastischen Achse ist im Rahmen dieser Arbeit neu entstanden und die
Zeitkonstante KαΜ1/4 (Gleichung (150)) des ’Indicial’ Moments (S, ,1/4)
bezüglich der 1/4-Profiltiefe ist abweichend von der Literatur [27]. Diese beiden Zeit-
konstanten werden daher hier extra angegeben. 
, (149)
 , (150)
wobei wieder  die MACH-Zahl und a die Position von der elastischen Achse zur
Mitte der Flügeltiefenachse ist. Für die Ableitung der Zeitkonstanten des ’Indicial
Moments’ ist wie erwähnt ein Beispiel für Kα , KαΜ und KαΜ1/4 im Anhang 8.3 darge-
stellt. 
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43Die Erweiterung der Zeitkonstante des ’Indicial Moments’ bezogen auf die elastische
Achse KαΜ ist notwendig für die aeroelastische Modellierung. Diese beiden Zeitkon-
stanten sind ebenfalls als neuartiger Beitrag dieser Arbeit auf dem Gebiet der instatio-
nären Aerodynamik kompressibler Fluide anzusehen. 
4.3  ’Indicial’ Auftrieb und Moment in kompressibler Strömung
In diesem Abschnitt werden die ’Indicial’ Luftkräfte anhand vorhandener ’Indicial
Functions’ für kompressible Strömung ermittelt. Es werden jedoch zunächst zirkulati-
onsbedingte und zirkulationsfreie Anteile separat behandelt. 
4.3.1  ’Indicial’ Auftrieb und Moment der zirkulationsbedingten Anteile 
Die zirkulationsbedingten Anteile des ’Indicial’ Auftriebs und der Momente werden
zuerst für die Sprunganregungen von vertikaler, translatorischer Geschwindigkeit und
Nickgeschwindigkeit und dann für den Ruderausschlag beschrieben. 
Die Nickgeschwindigkeit ist bezogen auf die Flügelnase, das Moment ist ebenfalls auf
den Nasenpunkt des Flügels bezogen. Das Problem besteht nun darin, die Funktionen 
zu definieren, wobei q = 2b  ist. Die Koordinatentransformation dieser Funk-
tionen auf die Nickbewegungsachse aq mit dem Abstand baq hinter der Nase des Flü-
gels und die Momentenbezugsachse bm mit dem Abstand bbm hinter der Nase des
Flügels führt auf die folgenden Gleichungen [33]:
, (151)
, (152)
, (153)
. (154)
Der zirkulationsbedingte ’Indicial’ Auftrieb und das Moment bestehen aus zwei indivi-
duellen Bewegungen, der vertikalen Geschwindigkeit (äquivalent zum Anstellwinkel
α0 = ) und der Nickgeschwindigkeit mit Bezug auf den Nasenpunkt (q0 2b)/
).  Die Dimension von  ist [m/s], während die Dimension der Nickgeschwindig-
keit q0 mit Bezug auf den Nasenpunkt des Profils [1/s] ist. Der erste Anteil ist gegeben
durch (vgl. [6]):
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wobei 
der dynamische Druck und 2b1 die Fläche des Profils sind. Der zweite Anteil für eine
’Indicial’ Nickgeschwindigkeit q0 um den Mittelpunkt des Profils ist in den beiden fol-
genden Gleichungen formuliert:
, (157)
, (158)
wobei
  
der Auftriebsanstieg der ebenen Platte in kompressibler Unterschallströmung ist. Der
PRANDTL-Faktor  ist hier, wie auch schon im Vorherigen, typisch wegen der
Berücksichtigung der Kompressibilität. 
Für aeroelastische Zwecke ist es wichtig, dass die Luftkräfte und Momente auf die ela-
stische Achse bezogen sind. Eine Transformation von dem Nasenpunkt auf die elasti-
sche Achse ba wird deshalb im folgenden diskutiert. 
Wenn die elastische Achse die Drehachse für die Momente und die Nickgeschwindig-
keit sein soll, werden die Nickbewegungsdrehachse mit dem Abstand b(1+a) hinter die
Vorderkante des Profils und die Momentenbezugsachse hinter die Nase des Profils mit
dem Abstand b(1+a) verlegt.
Die Nickgeschwindigkeit um die elastische Achse ist äquivalent zur Nickgeschwindig-
keit um den Mittelpunkt x = 0 plus die vertikale Translation des
Profils. Der ’Indicial’ Auftrieb und das Moment aus den Gleichungen (155) - (158)
werden auf die elastische Achse als Bezugspunkt mittels der Gleichungen (132), (136)
und (137) transformiert. Es folgt:
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.(162)
Der zirkulationsbedingte Anteil des ’Indicial’ Auftriebs und der Momente um die ela-
stische Achse und das Rudermoment bezüglich des Ruderdrehpunktes bei einem Aus-
schlag δ0 des Ruders und dessen Winkelgeschwindigkeit  gemäß den
Gleichungen (72), (73), (80) und (81) in Abschnitt 2.10, ergibt die folgenden Zusam-
menhänge: 
, (163)
, (164)
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Die Bezugslänge für die Momente M und H in den Gleichungen (53) und (54) in
Abschnitt 2.10 ist die Halbprofiltiefe b, während hier 2b angenommen wurde, woraus
der Faktor 1/2 für die Momentenbeiwerte resultiert. 
Wenn die Nickachse auf 1/4-Flügeltiefe und das Moment ebenfalls auf den aerodyna-
mischen Neutralpunkt bezogen werden, sind der ’Indicial’ Auftrieb und das Moment
für a = -1/2 gemäß den Gleichungen (165) und (166) in den folgenden Gleichungen
formuliert:
, (167)
. (168)
Das Rudermoment um die Ruderdrehachse, bedingt durch einen Ruderausschlag und
die Ruderausschlagsrate, ist: 
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Damit sind die Ableitungen des ’Indicial’ Auftriebs und Moments der zirkulationsbe-
dingten Anteile aus vorhandenen ’Indicial Fuctions’ in kompressibler Strömung durch-
geführt.
4.3.2  ’Indicial’ Auftrieb und Moment der zirkulationfreien Anteile 
In diesem Abschnitt werden die zirkulationsfreien Anteile des ’Indicial’ Auftriebs und
der Momente zuerst für die Sprunganregungen der vertikalen translatorischen
Geschwindigkeit, der Nickgeschwindigkeit, des Ruderausschlags und der Ruderaus-
schlagsrate beschrieben. 
, (171)
. (172)
Für die Nickgeschwindigkeit um die 1/4-Flügeltiefe sind der zirkulationsfreie ’Indi-
cial’ Auftrieb und das darauf bezogene Moment 
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48Für den Ruderausschlag δ0 und die Ruderausschlagsrate 2b/ , jeweils um den
Ruderdrehpunkt, sind der zirkulationsfreie ’Indicial’ Auftrieb und das Moment um die
1/4-Flügeltiefe und das Rudermoment um den Ruderdrehpunkt in folgenden Formeln
zusammengefasst [29]:
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Damit sind ’Indicial’ Auftrieb und Moment der zirkulationsfreien Anteile aus vorhan-
denen ’Indicial Functions’ für kompressible Strömung hergeleitet.
4.3.3  Der gesamte ’Indicial’ Auftrieb und die Momente 
Der gesamte ’Indicial’ Auftrieb und das Moment bezüglich der elastischen Achse bei
einer Sprunganregung in kompressibler Strömung werden in diesem Abschnitt aus den
zirkulationsfreien und zirkulationsbedingten Anteilen aufsummiert. Als sprungartige
Anregungen kommen wieder sprunghafte Änderungen der Größen Anstellwinkel,
Nickgeschwindigkeit, Ruderausschlag und Ruderausschlagsrate in Betracht.  
Der ’Indicial’ Auftrieb und die ’Indicial’ Momente als Resultate jeder einzelnen Anre-
gung sind in Anhang 8.5 aufgelistet.  
Der gesamte ’Indicial’ Auftrieb und das Moment um die elastische Achse  sowie das
Rudermoment um den Ruderdrehpunkt für die Sprunganregung von vertikaler transla-
torischer Geschwindigkeit und der Nickgeschwindigkeit sowie des Ruderausschlags
und der Ruderausschlagsrate sind in den folgenden drei Gleichungen zusammenge-
fasst:    
, (181)
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, (183)
wobei CαH (S, ,c) wegen der Unbekannten (S, ,c) und  (S, ,c) nicht
bestimmt werden kann. Unter den Annahmen CαH (S, ,c) = 0 und Cαq (S, ,c) = 0
muss das Rudermoment um den Ruderdrehpunkt für die Sprunganregung bedingt
durch den Ruderausschlag und der Ruderausschlagsrate beschränkt bleiben:
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Der Einfluss der MACH-Zahl auf den Zeitverlauf des gesamten Auftriebs und das
gesamte resultierende Moment wurde durch Vergleichsrechnungen ermittelt und ist in
Abbildung 10 dargestellt. Die gesamten ’Indicial’ Auftriebsbeiwerte und Momenten-
beiwerte um die 1/4-Flügeltiefenachse gemäß Gleichungen (181) und (182) (wobei a =
-1/2) resultieren aus den Summen aller individuellen ’Indicial Responses’ auf den
Anstellwinkel, die Nickgeschwindigkeit, den Ruderausschlag sowie die Ruderaus-
schlagsrate. Das Ruderdrehmoment CH um den Ruderdrehpunkt in Gleichung (184)
resultiert nur aus Anregungen des Ruderausschlags sowie der Ruderausschlagsrate.
Die Absolutwerte des Rudermomentenbeiwerts CH um den Ruderdrehpunkt betragen
nur etwa 10% der Momentenbeiwerte CM (Gleichung (182)) um die 1/4-Flügeltiefen-
achse (d.h.   CH 10% CM).
Damit sind die gesamten ’Indicial’ Auftriebsbeiwerte und ’Indicial’ Momentenbei-
werte resultierend aus allen betrachteten Anregungen zusammen dargestellt. 
4.4  Luftkräftesystem im Zustandsraum in kompressibler Strömung
In diesem Abschnitt wird das Luftkräftesystem im Zustandsraum abgeleitet. Dazu
benötigt man die Massen-, Dämpfungs- und Steifigkeitsmatrizen der Luftkräfte. Das
Verhalten des Auftriebssystems bei beliebiger Bewegung, so dass sich Anstellwinkel,
Nickgeschwindigkeit, Ruderausschlag und Ruderausschlagsrate ändern, wird unter der
Anwendung der DUHAMEL-Integral Superpositionierung ermittelt. Mittels der
LAPLACE-Transformationen werden die Übertragungsfunktionen des Auftriebssy-
stems für die jeweilige Anregung hergeleitet.
4.4.1  Massen-, Dämpfungs- und Steifigkeitsmatrix der ’Indicial’ Luftkäfte 
Die gesamten Luftkräfte der kompressiblen Unterschallströmung resultierend aus zir-
kulationsbedingten und zirkulationsfreien Anteilen lassen sich superpositionieren. In
Matrixschreibweise ausgedrückt: 
, (185)
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52: Massenträgheitsmatrix des zirkulationsfreien Anteils ist 
  bei kompressibler Strömung die Nullmatrix      
: Dämpfungsmatrix des zirkulationsfreien Anteils
: Steifigkeitsmatrix des zirkulationsfreien Anteils
: Zustandsvektor des Profil-Ruder-Systems aus drei 
  Freiheitsgraden. Zeitableitungen werden durch einen 
  Punkt über den Größen gekennzeichnet.
Aus den Gleichungen (204), (205) und (207) erhält man die Luftkräfte sowohl für den
zirkulationsfreien Anteil als auch für den zirkulationsbedingten Anteil in Dämpfungs-
und Steifigkeitsmatrix-Schreibweise gemäß:
(186)
, (187)
. (188)
Ebenfalls aus den Gleichungen (204), (205) und (207) erhält man die Luftkräfte aus
dem zirkulationsbedingten Anteil in der gleichen Schreibweise gemäß:
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Die gesamten Luftkräfte sind dann:   
. (192)
Bei kompressibler Strömung wirken sich die zirkulationsfreien und die zirkulationsbe-
dingten Anteile nur auf die Dämpfungs- und Steifigkeitsterme aus.
Damit sind die Matrizen der Luftkräfte im Zustandsraum hergeleitet.
4.4.2  Auftriebssystem bei beliebiger Bewegung 
In diesem Abschnitt werden der instationäre Auftrieb, das Moment und das Rudermo-
ment bei kleiner beliebiger zeitlicher Bewegung w(t) im Zeitbereich wieder durch das
DUHAMEL-Integral dargestellt. 
• Auftriebsfunktionen P c(t) und P nc(t)
Gemäß den Gleichungen (135)-(137) und (140) sind 
 und .
 Die fünf ’Indicial Functions’
in den Gleichungen (131), (139), (140), (141), (142) bezüglich beliebiger Anregungen
des Anstellwinkels, der Nickgeschwindigkeit, des Ruderausschlags und der Ruderaus-
schlagsrate kommen für zirkulationsbedingte und zirkulationsfreie Auftriebsfunktio-
nen P c(t) und P nc(t) zur Anwendung. Der instationäre Auftrieb bei kleiner beliebiger
zeitlicher Translationsbewegung w(t) genügt im Zeitbereich folgender Gleichung
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54, (193)
oder äquivalent
(194)
Die Gleichungen für den Auftrieb infolge der Anstellwinkeländerung stellen sich fol-
gendermaßen dar:
, (195)
. (196)
Die Luftkräfte bezüglich beliebiger Anregungen der Größen Nickgeschwindigkeit,
Ruderausschlag und Ruderausschlagsrate, getrennt nach zirkulationsbedingten und zir-
kulationsfreien Anteilen, sind in Anhang 8.6 zu finden.
• Momentenfunktionen M c(t) und M nc(t)
Wegen 
.  und 
sind die drei ’Indicial Functions’ 
in den Gleichungen (132)-(134) und die vier ’Indicial Functions’ 
in den Gleichungen (143)-(146) bezüglich beliebiger Anregungen des Anstellwinkels,
der Nickgeschwindigkeit, des Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate für die
zirkulationsbedingte Momentenfunktion M c(t) und die zirkulationsfreie Momenten-
funktionen M nc(t) um die elastische Achse von entscheidender Bedeutung. Exempla-
risch wird hier das Moment infolge der Anstellwinkeländerung angegeben:
, (197)
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,. (198)
Die Momente bezüglich beliebiger Anregungen der Größen Nickgeschwindigkeit,
Ruderausschlag und Ruderausschlagsrate für zirkulationsbedingte und zirkulations-
freie Anteile werden ebenfalls in Anhang 8.6 dargestellt.
• Rudermomentenfunktionen um die Ruderdrehachse H c(t) und H nc(t)
Wegen 
 und 
(Gleichung (138)) sind die ’Indicial Functions’ 
bezüglich beliebiger Anregungen des Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate
für zirkulationsbedingte und zirkulationsfreie Rudermomentenfunktionen H c(t) und
H nc(t) um die Ruderdrehachse wichtig. Anhand der drei ’Indicial Functions’ 
in den Gleichungen (134) und (147), (148) können die Rudermomente infolge des
Ruderausschlags folgendermaßen ermittelt werden:
(199)
. (200)
Die beiden Anteile des Rudermomentes um die Ruderdrehachse aus der Ruderaus-
schlagsrate werden in Anhang 8.6 dargestellt.
Die LAPLACE-Transformationen der Luftkräftefunktionen k(s) werden beispielhaft
für beliebige Anstellwinkelanregung angegeben. So ergibt sich für die Gleichungen
(195), (197) und (199):
, (201)
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56, (202)
. (203)
Damit sind die Luftkräftefunktionen k(t) und k(s) in kompressibler Strömung für
beliebige Bewegungen unter der Anwendung des DUHAMEL-Integrals und der
LAPLACE-Transformation hergeleitet. 
4.4.3  Übertragungsfunktion des Auftriebssystems 
In diesem Abschnitt werden die Übertragungsfunktionen des Auftriebs und der Luft-
kraftmomente mittels ’Indicial Functions’ in kompressibler Unterschallströmung
beschrieben. Der zirkulationsfreie Anteil der instationären Luftkräfte entspricht einer
Störungsausbreitung mit lokaler Schallgeschwindigkeit  und zeigt exponentielles
(siehe Gleichungen (420), (421), (429) (430)) im Anhang 8.3 zum Beispiel) zeitliches
Abklingverhalten. Dieser Anteil beschreibt ein Trägheitsverhalten [4] der kompressi-
blen Unterschallströmung und führt dadurch zu einer Amplituden- und Phasenver-
schiebung der aerodynamischen Reaktion, insbesondere bei großen reduzierten
Frequenzen. 
Die Übertragungsfunktion der zirkulationsbedingten Auftriebskraft P c(s), hervorgeru-
fen durch eine beliebige Bewegung w(s), durch die ’Indicial Function’ der Gleichung
(129) mit den Anfangsbedingungen φ c(0) = 1 - A3 - A4 = 0 und φ nc(0) = 1 ist:
,
, (204)
wobei  .
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsfreien Auftriebs eines Profil-Ruder-Systems
in kompressibler ebener Strömung mit der Anfangsbedingung φ   nc(0) = 1 ist 
,
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57, (205)
mit .
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsbedingten Auftriebs bei Nickgeschwindig-
keit q = 2b/  um die Lage b(1+a) hinter dem Nasenpunkt eines dünnen Profils
folgt aus Gleichungen (465) (im Anhang 8.6) und (161) für kompressible ebene Strö-
mung und ist 
. (206)
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsfreien Auftriebs bei einer Nickgeschwindig-
keit q = 2b/  um die 3/4-Flügeltiefe eines dünnen Profil-Ruder-Systems folgt aus
Gleichung (466) (im Anhang 8.6) und Gleichung (173) für die ebene kompressible
Strömung. Sie lautet 
, (207)
mit .
Für die Übertragungsfunktion des zirkulationsbedingten Auftriebs bei einem Ruder-
ausschlag δ gelten die Gleichung (467) (im Anhang 8.6) und Gleichung (163). Daraus
folgt
 . (208)
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsfreien Auftriebs bei einem Ruderausschlag δ
wird beschrieben durch die Gleichungen (468) (im Anhang 8.6) und (175)  
 , (209)
mit .
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58Die Übertragungsfunktion des zirkulationsbedingten Auftriebs bei einer Ruderaus-
schlagsrate 2b/  folgt aus Gleichung (164) 
 . (210)
Für die Übertragungsfunktion des zirkulationsfreien Auftriebs bei einer Ruderaus-
schlagsrate  2b/  gilt der Zusammenhang gemäß Gleichung (175), woraus folgt 
 , (211)
mit .
Die Übertragungsfunktionen der zirkulationsbedingten und zirkulationfreien Momente
mit Bezug auf die elastische Achse, hervorgerufen durch beliebige vertikale translato-
rische und rotatorische Bewegungen (Anstellwinkel sowie Nickgeschwindigkeit w(s))
sowie den Ruderausschlag und die Ruderausschlagsrate, werden analog zum Auftrieb
in Anhang 8.7 hergeleitet. Die Übertragungsfunktionen des zirkulationsfreien Ruder-
moments mit Bezug auf den Ruderdrehpunkt bei einem Ruderausschlag und einer
Ruderausschlagsrate werden ebenfalls im Anhang 8.7 hergeleitet. 
Damit sind die Übertragungsfunktionen ( (s)/w(s) mit v = α, q, δ, , und L = P,
M, H (für H ist v =δ, )), hervorgerufen durch eine beliebige Bewegung w(s) in kom-
pressibler Strömung, hergeleitet. Während die Übertragungsfunktionen für den Auf-
trieb beschrieben sind, wird für die Darstellung der Übertragungsfunktionen des
Moments bezüglich der elastischen Achse und des Rudermoments auf Anhang 8.7 ver-
wiesen.
4.5  Zustandsgleichung der instationären Aerodynamik 
In diesem Abschnitt wird das Zustandsgleichungsmodell für die instationären Luft-
kräfte, Momente sowie das Rudermoment im Zustandsraum für beliebige Zeiten und
bei beliebiger Bewegung für kompressible Strömung gebildet. 
Die Übertragungsfunktion im vorherigen Abschnitt beschreibt im Zeitbereich das phy-
sikalische Modell in Form linearer, gewöhnlicher Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten. Das Antwortverhalten der Luftkräfte kann dadurch im Zeitbereich
ermittelt werden. Einige typische Anregungen wie die Oszillation, die stufenweise
Änderung des Anstellwinkels und der Doppel-Ruderausschlag können behandelt wer-
den.
Die ’Indicial Functions’ sind für den zirkulationsbedingten und zirkulationsfreien Auf-
trieb und die Momente exponentiell zu approximieren. Daher bekommt man für zwei
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59Pole der Übertragungsfunktion zwei zusätzliche Zustandsgrößen, während eine zusätz-
liche Zustandsgröße für die Übertragungsfunktion mit einem Pol resultiert. Die Anzahl
der Zustandsgrößen ergibt sich aus den jeweiligen Zustandsgrößen für die ’Indicial
Functions’ wie folgt
, , , , , 
, , , , , , 
, und .
Daraus resultiert auch die Anzahl der Zustandsgrößen in den instationären Größen
Auftrieb, Moment und Rudermoment bei Anregungen durch die Anstellwinkelände-
rung α (vertikale translatorische Bewegung / ), durch die Nickgeschwindigkeit
 um die elastische Achse (  für das betrachtete Profil-Ruder-
System), den Ruderausschlag δ und dessen zeitliche Ableitung 2b/ , die Ruder-
ausschlagsrate. 
Die ’Indicial Functions’ für kompressible Strömung sind in folgenden Gleichungen
zusammengefasst:
, 
mit , , ,  nach T. S. Beddoes,
,
,
,
,
mit , , , , 
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60 mit ,
,
 mit ,
,
,
,
.
Die Zeitkonstanten für die ’Indicial Funktions’ der zirkulatorfreien Anteile sind in den
Gleichungen (436) bis (444) im Anhang 8.3, (149) und (150) angegeben. Hierzu wer-
den die Anfangswerte für die ’Indicial Functions’ aufgelistet:
, , ,  , 
, , , , 
, , , , 
. 
Die weiteren Anfangsbedingungen sind 
, , .
Die zirkulationsbedingten Auftriebs- und Momentenbeiwerte sind
, (212)
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61, (213)
. (214)
Die Übertragungsfunktion in Gleichung (204) beschreibt im Zeitbereich eine lineare,
gewöhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten für den zirkulations-
bedingten Auftrieb. Die Antwort des zirkulationsbedingten Auftriebs auf einen sprung-
artigen Abwind w3/4 (t) in 3/4-Flügeltiefe gemäß Gleichung (84) liefert:
, (215)
, (216)
(217)
wobei die dimensionslose Zeit S = t/b wieder durch die physikalische Zeit t ersetzt
wurde. Die Antwort des transienten zirkulationsbedingten instationären Auftriebs im
Zustandsraum auf eine beliebige Anstellwinkelanregung ist in den Gleichungen (215)
bis (217) angegeben. Um die Zustandsgleichung des zirkulationsbedingten Auftriebs-
systems darzustellen, wird der Auftriebsbeiwert  als Ausgangsgröße des
Systems angenommen und der sprungartige Abwind w3/4 (t) in 3/4-Flügeltiefe als Ein-
gangsgröße vorgeben. Die Zustandsgleichung des zirkulationsbedingten Auftriebs
wird schließlich durch Gleichungen in folgender Form formuliert:
(218)
. (219)
Die Größen  sind die zusätzlichen Zustandsgrößen, Punkte darüber bezeichnen
die entsprechenden zeitlichen Ableitungen, für die ’Indicial Function’  mit der
Anfangsbedingung
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62.
Da die ’Indicial Function’ für den zirkulationsbedingten Auftrieb bei der Nickge-
schwindigkeit  identisch ist wie die zur Anstellwinkeländerung gehörende, d.h. 
,
sind die zusätzlichen Zustandsgrößen  dafür ebenfalls identisch. Die Zustands-
gleichung für den zirkulationsbedingten Auftrieb bei der Nickgeschwindigkeit geht
dann aus der Übertragungsfunktion in Gleichnung (206) hervor:
(220)
Analog ergeben sich für den Ruderausschlag und die Ruderausschlagsrate die
Zustandsgleichungen für den zirkulationsbedingten Auftriebsbeiwert im Zustandsraum
aus den Übertragungsfunktionen in den Gleichungen (208) und (210) zu
, (221)
(222)
Die Zustandsgleichungen für den zirkulationsfreien Auftriebsbeiwert bei der Anstell-
winkelanregung folgt, dargestellt im Zustandsraum, aus der Übertragungsfunktion in
Gleichung (205):
 , (223)
. (224)
Die Größe  ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Function’  mit
.
Die Zustandsgleichung für den zirkulationsfreien Auftriebsbeiwert bei der Nickge-
schwindigkeitsanregung aus der Übertragungsfunktion Gleichung (207) im Zustands-
raum ist
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. (226)
Die Größe  ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Function’  mit
.
Bei einem Ruderausschlag ist die Zustandsgleichung für den zirkulationsfreien Auf-
triebsbeiwert im Zustandsraum aus der Übertragungsfunktion (Gleichung (209))
 , (227)
. (228)
Die Größe  ist jetzt wieder die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Function’
 mit 
.
Analog sind die Zustandsgleichungen des zirkulationsfreien Auftriebsbeiwerts für die
Ruderausschlagsrate mit der Übertragungsgleichung (211) 
 , (229)
. (230)
Die Größe  ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Function’  mit
 .
Analog zu den  und  (j = α, q, δ, ) für beliebige Anregungen werden die
Zustandsgleichungen für die Momentenanteile  und  um die elastische Achse
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64und die Anteile  und  des Rudermoments um die Ruderdrehachse im Anhang
8.8 beschrieben. 
Der Auftrieb und die Momente aus den vier individuellen Anregungen können nach
dem Superpositionsprinzip kombiniert werden. Die Gesamtbeiwerte Auftriebsbeiwerte
CN, Momentenbeiwert CM bezogen auf die Bezugsachse (die elastische Achse oder die
1/4-Flügeltiefe, es gilt hier a = -1/2) und der Rudermomentenbeiwert CH um die
Ruderachse ergeben sich also zu:
, (231)
, (232)
. (233)
Die instationäre Aerodynamik eines zweidimensionalen Profil-Ruder-Systems für die
kompressible Strömung kann mit der linearen Gleichung n-ter Ordnung in allgemeiner
Form analog wie in Abschnitt 3.7 beschrieben werden:
, (234)
, (235)
wobei u die Eingangsgröße und y die Ausgangsgröße des Systems sind. Die Größen x =
xi , i = 1, 2, ..., 15 sind die Zustandsgrößen, und  bezeichnet die zeitliche Ableitung.
Eingangsgrößen sind hier
, (236)
also der Anstellwinkel, die Nickgeschwindigkeit, der Ruderausschlag und die Ruder-
ausschlagsrate. Die Ausgangsgrößen sind 
, (237)
also die Gesamtbeiwerte des Auftriebs, des Moments um die elastische Achse sowie
des Rudermoments um den Ruderdrehpunkt. 
Aus den Gleichungen (231) - (233) folgt durch Einsetzen der Einzelbeiträge aus den
entsprechenden Gleichungen (215) - (230) und (487) - (506) im Anhang 8.8 für die
Systemmatrizen der instationären Aerodynamik gemäß Gleichungen (234) und (235):
CHj
 c CHj
 nc
CN t( ) C∑ Nj c t( ) C∑ Nj nc t( )+=
CM t( ) C∑ Mj c t( ) C∑ M ncj t( )+=
CH t( ) C∑ Hj c t( ) C∑ Hj nc t( )+=
x· Ax Bu+=
y Cx Du+=
x·
u α q δ δ ·, , ,[ ]T=
y CN CM CH, ,[ ]T=
65, (238)
, (239)
, (240)
A
a11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 a22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a33 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a44 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a55 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a66 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a77 a78 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a87 a88 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 a99 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1010 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1111 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1212 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1313 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1414 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1515
=
B
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2bU∞
-------
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 2bU∞
-------
0 0 1 0
0 0 0 2bU∞
-------
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d31 d32 d33 d34
4
M∞
------- 1
M∞
------- 2 1 c–( )
M∞
------------------- 1 c–( )
2
2M∞
------------------ 2b
U∞
-------
1
M∞
-------– 7
12M∞
--------------– 1 c–( ) 2 c–( )
2M∞
---------------------------------–
T20
12M∞
--------------– 2bU∞
-------
0 0 1 c–( )
2
2M∞
-------------------– 1 c–( )
2
6M∞
------------------- 2b
U∞
-------–
= =
66, (241)
wobei
 , (242)
, (243)
, (244)
, (245)
, (246)
, (247)
, (248)
, (249)
, (250)
. (251)
, (252)
, (253)
, (254)
, (255)
, (256)
, (257)
. (258)
Die Koeffizienten aii ( für i = 1, 2, ... 6) in der Systemmatrix A (Gleichung (238)) sind
in den Gleichungen (218), (223), (225), (227), (229) und die Koeffizienten aij (für i =
7, 8, j = 7, 8) im Anhang 8.8 in der Gleichung (488) zu finden, während die Koeffizien-
ten aii ( für i = 9, 10, ... 15) in den Gleichungen (490), (492), (494), (496), (499), (502)
und (505) angegeben werden.
C
C11 C12 C13 C14 C15 C16 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C21 C22 0 0 0 0 C27 C28 C29 C210 C211 C212 C213 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 C311 0 0 C314 C315
=
C11 c11 c21 c31 c41+ + +=
C12 c12 c22 c32 c42+ + +=
C13 c13=
C14 c24=
C15 c35=
C16 c46=
C21 c51=
C22 c52=
C28 c58=
C29 c69=
C210 c610=
C211 c711 c811+=
C212 c712=
C213 c813=
C311 c911=
C314 c1011=
C315 c1015=
67Die Koeffizienten in der Matrix C in Gleichung (241) sind wie folgt zu finden: c11 und
c12 in Gleichung (219), c21 und c22 in Gleichung (220),  c31 und c32 in Gleichung
(221), c41 und c42 in Gleichung (222), c13 in Gleichung (224), c24 in Gleichung (226),
c35 in Gleichung (228), c46 in Gleichung (230). Die anderen Koeffizienten sind im
Anhang 8.8 zu finden, und zwar die Koeffizienten c51 und c52 in Gleichung (487), c57,
c58 in Gleichung (489), c69 in Gleichung (491), c610 in Gleichung (493), c711 und c811
in Gleichung (495) und (498), c712 in Gleichung (497) , c813 in Gleichung (500), c911
in Gleichung (501), c914 in Gleichung (503), c1011 in Gleichung (504), c1015 in Glei-
chung (506). 
Die Zustandsgleichungen (234) und (235) mit den Systemmatrizen A, B, C, D in den
Gleichungen (238), (239), (241) und (240) beschreiben das gesamte instationäre aero-
dynamische Verhalten und stellen ein Multi-Input/Multi-Output-System dar. Tabelle 8
stellt die Systemmatrizen des Profil-Ruder-Systems bei  = 0.6  für die kompres-
sible Strömung dar. Zur Veranschaulichung dient das Blockbild in Abbildung 31. Wei-
tere Informationen und die Simulationsergebnisse sind in Abschnitt 5.7 zu finden.
Dieser Abschnitt beinhaltet die wichtigsten Grundlagen dieser Arbeit für die aeroser-
voelastische Modellierung bezüglich der instationären Aerodynamik in kompressibler
Strömung im Zeitbereich. Es wurden die gesamten Luftkräfte im Zustandsraum für
beliebige Bewegungen hinsichtlich zeitlicher Änderungen des Anstellwinkels, der
Nickgeschwindigkeit, des Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate für die kom-
pressible Strömung hergeleitet. 
4.6  Validierung der ’Indicial Functions’ anhand des ’Indicial’ 
Auftriebs und Moments
Im Folgenden wird die Validierung der ’Indicial Functions’ durchgeführt. Die Ant-
wortverläufe der Luftkräftebeiwerte auf jede individuelle Sprunganregung in Abhän-
gigkeit von der dimensionslosen Zeit S, die sogenannten ’Indicial’ Auftriebs- und
Momentenbeiwerte, werden mit den experimentellen und numerischen Ergebnissen
aus der Literatur verglichen. 
Abbildung 11 stellt einen Vergleich der Auftriebsbeiwerte als Antwort auf eine
Anstellwinkelsprunganregung für die MACH-Zahl  = 0.8 mit den Ergebnissen aus
[33] dar. Die Darstellung erfolgt in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit S.  
Abbildung 12 stellt einen Vergleich der Auftriebsbeiwerte als Antwort auf eine Nick-
sprunganregung um die 1/4-Flügeltiefenachse für die MACH-Zahl  = 0.8 mit den
Ergebnissen aus [33] dar. In [33] wurde die Nickgeschwindigkeit um die Flügelnase
betrachtet. Folgende Anfangs- und Endwerte der Auftriebsbeiwerte ergeben sich:
,
,
M∞
M∞
M∞
CNα 0 M∞,( ) 4M∞------- M∞ 0.8=
5= =
CNq 0 M∞
2b
4
-----–, ,⎝ ⎠⎛ ⎞ 1M∞------- M∞ 0.8=
1.25= =
68,
.
Der Vergleich mit den Werten von Lomax et al. [33] zeigt sowohl für das Antwortver-
halten des Auftriebsbeiwerts auf die Anstellwinkel- und Nickgeschwindigkeitsprung-
anregung q als auch für den Anfangs- und Endwert für dimensionslose Zeiten S < 8
gute Übereinstimmung.
Für die MACH-Zahlen  = 0, 0.5 wird in Abbildung 13 das Antwortverhalten der
Auftriebsbeiwerte auf eine Anstellwinkelsprunganregung mit den numerischen Ergeb-
nissen von Mazelsky und Drischler [37] in exponentieller Darstellung verglichen, wäh-
rend für die MACH-Zahlen  = 0.6, 0.7 in Abbildung 14 das Antwortverhalten der
Auftriebsbeiwerte auf eine Anstellwinkelsprunganregung gezeigt wird. In [37] werden
der ’Indicial’ Auftriebsbeiwert und der Momentenbeiwert bezüglich der 1/4-Flügeltie-
fenachse in folgender Form mitgeteilt:
(259)
wobei die Koeffizienten für jede MACH-Zahl in Tabelle 4 angegeben sind. Abbildung
15 stellt einen Vergleich der Auftriebsbeiwerte als Antwort auf eine Nicksprunganre-
gung um die 1/4-Flügeltiefenachse für die MACH-Zahlen  = 0, 0.5, 0.6, 0.7 mit
den Ergebnissen aus [37] dar. Der stationäre Auftriebsbeiwert bei  aus [37] ist
gleich 2π b0, die nachfolgende Tabelle listet die Parameter des ’Indicial’ Auftriebs/
Moments und der stationären Auftriebsbeiwerte gemäß [37] auf: 
φ(S)
Mach    
b0         
β  
2π b0      
2π/β       
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0
1.
1.
6.283   
6.283
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69Bei der MACH-Zahl  = 0 sind die Ergebnisse identisch aufgrund übereinstimmen-
der Koeffizienten. Die Anfangswerte sind bei den MACH-Zahlen  = 0.5, 0.6, 0.7
identisch im Vergleich zu [37]. Generell sind die Auftriebsbeiwerte mit zunehmender
dimensionsloser Zeit immer höher als die aus [37], während die ’Frequency Response’
aus Abschnitt 4.6 kleinere Werte liefert als die Ergebnisse aus [9]. Bedenkt man, dass
die Ergebnisse aus [9] die Grundlage der numerischen Ergebnisse von [37] darstellen,
so bleibt festzuhalten, dass die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zwischen denen aus
[37] und [9] liegen.
Abbildung 15 zeigt den Vergleich der Antwortkurven der Auftriebsbeiwerte auf eine
Nicksprunganregung um die 1/4-Flügeltiefenachse mit den Ergebnissen von Mazelsky
und Drischler [37] für die MACH-Zahlen  = 0.5, 0.6, 0.7. Die Nickbewegungs-
drehachse in Referenz [37] ist die 3/4-Flügeltiefenachse, während die Nasenachse bei
Referenz [31] als Nickbewegungsdrehachse gewählt wurde. Der Vergleich zeigt, dass
der Auftriebsbeiwert CNq(S) dieselbe Tendenz wie CNα (S) hat, sowohl hinsichtlich der
Anfangs- und Endwerte als auch im Verlauf über der dimensionslosen Zeit. 
Abbildung 16 stellt den Antwortverlauf des Auftriebsbeiwerts auf die Ruderausschlag-
Sprunganregung für die MACH-Zahl  = 0.8 in Abhängigkeit von der dimensions-
losen Zeit dar. Zusätzlich wird der nahezu stationäre Wert (bei S = 100) aus Referenz
[35] zum Vergleich mit dargestellt.
Abbildung 17 stellt den Antwortverlauf des Auftriebsbeiwerts auf die Ruderaus-
schlagsrate-Sprunganregung für die MACH-Zahl  = 0.8 in der Abhängigkeit von
der dimensionslosen Zeit dar.
Der zirkulationsfreie Anteil reagiert wie zuvor schnell auf die Anregung und ver-
schwindet beinahe im stationären Zustand. Die Rudertiefe beträgt 25% (c = 0.5) der
Gesamtprofiltiefe, die Konfiguration ist in Referenz [35] entsprechend dem NACA
64A006 Profil-Ruder-System gewählt. Zum Vergleich wird die Antwortkurve des Auf-
triebsbeiwerts auf den Ruderausschlag bei der reduzierten Frequenz k = 0.05 aus dem
transsonischen Code LTRAN2-NLR in Referenz [35] den quasistationären Werten bei
S > 300 gegenübergestellt. Es zeigt sich eine gute Übereinstimmung. Hierzu werden
die Anfangs- und Endwerte ebenfalls aufgelistet:
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Abbildung 18 zeigt die Antwortkurven der Momentenbeiwerte bezüglich der 1/4-Flü-
geltiefenachse auf eine Anstellwinkelsprunganregung in Abhängigkeit von der dimen-
sionslosen Zeit S für die MACH-Zahl  = 0.8 im Vergleich mit [33]. Der
zirkulationsfreie Anteil bestimmt allein das Antwortverhalten des Momentenbeiwerts
CMα(-2b/4) um die 1/4-Flügeltiefenachse auf die Anstellwinkelbewegung, während der
zirkulationsbedingte Anteil keinen Beitrag leistet. In Abbildung 17 betragen die
Anfangs- und Endwerte der Auftriebsbeiwerte:
,
,
,
.
Der Vergleich der Momentenbeiwerte bezüglich der 1/4-Flügeltiefenachse auf eine
Anstellwinkelsprunganregung in Abbildung 17 zeigt eine sehr gute Übereinstimmung.
Wie im Kapitel 4.2 bereits erwähnt, ist die Zeitkonstante des ’Indicial’ Moments
KαΜ1/4 aus dieser Arbeit anders als in der Literatur [27] definiert. Die neue Konstante
KαΜ bzw. KαΜ1/4 der zirkulationsfreien ’Indicial Function’ aus dieser Arbeit ist für
diese gute Übereinstimmung entscheidend. 
Abbildung 19 zeigt den Vergleich der Antwortkurven der Momentenbeiwerte um die
1/4-Flügeltiefe CMα auf die Anstellwinkelbewegung bei den MACH-Zahlen  = 0.5,
0.6, 0.7 aus [37] in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit S. Es kann eine gute Über-
einstimmung ab S > 3 festgestellt werden. 
Die in Abbildung 20 gezeigten Antwortkurven des Momentenbeiwerts um die 1/4-Flü-
geltiefe auf die Nickgeschwindigkeitssprunganregung q um die 1/4-Flügeltiefe stellen
den Vergleich mit den Ergebnissen von Lomax et al. [33] sowie Magnus [35] für die
MACH-Zahl  = 0.8 dar. In [33] wird als Bezugsachse für das Moment und die
Nickgeschwindigkeit die Nasenachse des Flügels genommen. In [35] wird als Bezugs-
achse die 1/4-Flügeltiefenachse gewählt. Es gibt sehr gute Übereinstimmungen bei
dem Anfangswert und den nahezu stationären Werten (ab S > 20) im Vergleich mit den
Werten von Lomax et al. [33], aber wiederum sehr schlechte Übereinstimungen mit
den Ergebnissen von Magnus [35]. Der Vergleich mit den numerischen Ergebnissen
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71von Magnus [35] zeigt für die Anfangs- und Endwerte große Diskrepanzen (64% und
33%), während bei S = 10 eine relativ gute Übereinstimmung zu beobachten ist. Im
Vergleich zu [35] zeigen sich insbesondere für den zirkulationsbedingten Anteil Dis-
krepanzen. Die Reaktionszeit des zirkulationsbedingten Anteils zeigt eine große Ver-
schiebung im Vergleich zu [33]. Andererseits sind die beiden zum Vergleich
herangezogenen Literaturergebnisse schon sehr unterschiedlich bezüglich der
Anfangs- und Endwerte. Daher ist es schwer eine eindeutige Aussage darüber zu tref-
fen, wie gut die Zeitkonstante des ’Indicial’ Moments KqΜ [24] des instationären
Moments bezüglich der Nickgeschwindigkeitsanregung ist.
Abbildung 21 zeigt den Vergleich der Antwortkurven der Momentenbeiwerte CMq1/4
um die 1/4-Flügeltiefe auf die Nickgeschwindigkeit um die 1/4-Flügeltiefe bei den
MACH-Zahlen  = 0.5, 0.6, 0.7 aus [37] in Abhängigkeit von der dimensionslosen
Zeit S. Es können große Abweichungen während des Zeitraums 1 < S < 14 festgestellt
werden. Es liegt aber eine gute Übereinstimmung für die Anfangswerte und die End-
werte ab S > 20 vor. Der Vergleich lässt eine ähnliche Schlussfolgerung zu, und zwar
einen weiteren Verbesserungsbedarf der Zeitkonstante des ’Indicial’ Moments KqΜ
[24].
Abbildung 22 zeigt die Momentenbeiwerte bezüglich der 1/4-Flügeltiefenachse auf
einen Ruderausschlag bei der MACH-Zahl  = 0.8. Die Rudertiefe beträgt 25% (c =
0.5) der Gesamtprofiltiefe, genau wie in der Konfiguration des NACA 64A006 Profil-
Ruder-Systems in Referenz [49]. Der zirkulationsfreie Anteil reagiert wiederum
schneller auf die Anregung und verschwindet bei S > 5. Der zirkulationsbedingte
Anteil erreicht schnell den stationären Zustand bei S >10. Um einen Vergleich zeigen
zu können, wurden ein paar repräsentative Ergebnisse in Abhängigkeit von der redu-
zierten Frequenz aus [49] herausgenommen. Die entsprechenden reduzierten Frequen-
zen wurden nach der Gleichung (85) in die dimensionslose Zeit umgewandelt (in
Abbildung 22 als Kreissymbole gezeigt). Der Vergleich zeigt sehr große Abweichun-
gen auch für die stationären Endwerte. Die Umwandlung der reduzierten Frequenzen
zur dimensionslosen Zeit ergibt:
.
Im Vergleich des Momentenbeiwerts CMδ mit den Referenzwerten in [49] müssen
große Abweichungen festgestellt werden.
Abbildung 24 zeigt die Momentenbeiwerte bezogen auf die 1/4-Flügeltiefenachse auf
eine Ruderausschlagsrate um den Ruderdrehpunkt. Die Rudertiefe beträgt ebenfalls
25% der Gesamtprofiltiefe, genau wie in [49]. Der nichtzirkulatorische Anteil ver-
schwindet bei  S > 3. Der zirkulationsbedingte Anteil erreicht den stationären Zustand
ebenfalls bei S >10. 
Die Anfangs- und Endwerte betragen:
,
M∞
M∞
k =      1.6000    0.5000    0.2000     0.0500
S =      9.8175   31.4159   78.5398  314.1593
CMδ 0 M∞,( ) 1 c–( ) 2 c+( )2M∞---------------------------------– M∞ 0.8=
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,
. 
Abbildung 24 zeigt einen Vergleich des Antwortverhaltens der Rudermomentenbei-
werte auf einen Ruderausschlag bezüglich des Ruderdrehpunktes (eine Ruderaus-
schlagsrate um den Ruderdrehpunkt in Abbildung 25). Der zirkulationsfreie Anteil
reagiert wieder schneller auf die Anregung und verschwindet beinahe vollständig. Der
zirkulationsbedingte Anteil erreicht den stationären Zustand bei S > 8. Die Rudertiefe
beträgt wieder 25% (c = 0.5) der Gesamtprofiltiefe. Das Antwortverhalten der Auf-
triebsbeiwerte auf den Ruderausschlag [49] bei den zuvor genannten reduzierten Fre-
quenzen bzw. dimensionslosen Zeiten nach Gleichung (85) zeigt mehr
Übereinstimmung. Abbildung 25 stellt das Antwortverhalten der Rudermomentenbei-
werte auf eine Ruderausschlagsrate um den Ruderdrehpunkt dar. Der nichtzirkulatori-
sche Anteil reagiert sehr schnell auf die Anregung und verschwindet bei S < 3
vollständig. Der zirkulationsbedingte Anteil erreicht den stationären Zustand bei S > 8.
Die Rudertiefe beträgt wieder 25% (c = 0.5) der Gesamtprofiltiefe.
Die Anfangs- und Endwerte betragen:
,
,
,
.
Der Vergleich des ’Indicial’ Rudermomentenbeiwerts CHδ um den Ruderdrehpunkt mit
dem Referenzwert aus [49] zeigt bessere Übereinstimmung als die Ergebnisse für CMδ,
obwohl die gleiche zirkulationsbedingte ’Indicial Function’  für die Berechnung
benutzt wurde. 
Zusammenfassend kann festgestellt werden:
• Abbildung 11 - Abbildung 25 zeigen die Vergleiche der  ’Indicial’ Luftkräfte auf 
Grund unterschiedlicher Anregungen mit Ergebnissen aus der Literatur;
C
Mδ  · 0 M∞,( )
1 c+( )3 12c 4–( )– 32-- 1 c–( )
2–
12M∞
-----------------------------------------------------------------------------
M∞ 0.8=
0– .1042= =
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C
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2β------------------------------------------------------------------- M∞ 0.8=
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2
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0– .1563= =
C
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73• Die ’Indicial Functions’  sind sehr gute Approximationsansätze;
• Für eine Beurteilung der Qualität der ’Indicial Functions’  fehlt es noch an 
Vergleichsdaten für CNδ und  ;
• Abbildung 25 zeigt, dass die ’Indicial Functions’  sehr 
gute Approximationsansätze haben;
• Die ’Indicial Functions’  haben noch den Bedarf der 
weiteren Validierung hinsichtlich der Güte der Approximationsansätze;
• Für die Validierung der ’Indicial Functions’  und  werden wei-
tere Vergleichsdaten CMδ und  benötigt, um die Approximationsgüte zu vali-
dieren;
• Während die Approximationsgüte der ’Indicial Functions’  als sehr gut 
bezeichnet werden kann, fehlen für  ebenfalls weitere Vergleichsdaten 
für .
In diesem Abschnitt wurden die ’Indicial Functions’ für kompressible Strömung,
soweit Vergleichsdaten zur Verfügung standen, validiert. Der Antwortverlauf des Auf-
triebs- und Momentenbeiwerts auf eine Sprunganregung hinsichtlich des Anstellwin-
kels, der Nickgeschwindigkeit, des Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate in
Abhängigkeit von der dimensionslosen Zeit wurden mit den experimentellen und
numerischen Ergebnissen aus der Literatur verglichen.  Der Vergleich des Momenten-
beiwerts zeigt insbesondere, dass die neuen Zeitkonstanten KαΜ sowie KαΜ1/4 sehr gute
Approximationsgüte liefern. 
4.7  Validierung der ’Indicial Functions’ anhand der Frequenzantwort 
der instationären Aerodynamik auf die harmonische Anregung 
im Frequenzbereich 
In diesem Abschnitt wird die Validierung der ’Indicial Functions’ anhand der Fre-
quenzantwort der instationären Aerodynamik auf die harmonische Anregung im Fre-
quenzbereich durchgeführt. 
Die Überprüfung des Antwortverhaltens auf harmonische Bewegungen im Frequenz-
bereich dient dazu, die zahlreichen experimentellen und numerischen Ergebnisse aus
der Literatur zum Vergleich heranziehen zu können. Diskrepanzen können benutzt
werden, um Modifikationen der Approximation der ’Indicial Functions’ vorzunehmen.
Aus diesem Grund ist es bedeutungsvoll, explizite Lösungen für den Auftrieb und die
Momente bei harmonischer Anregung zu entwickeln. Aufgrund der Definition der
’Indicial Functions’ als exponentielle zeitliche Funktionen kann eine explizite Lösung
unter der Anwendung der LAPLACE-Transformation abgeleitet werden. Eine explizite
Lösung für den instationären Auftrieb und das Luftkraftmoment des harmonisch
φα c φα nc φq nc, ,
φδ c φδ nc,
C
Nδ ·
φαM c S M∞,( ) φαM nc S M∞,( ),
φqM c S M∞,( ) φqM nc S M∞,( ),
φδM c φδM nc, φδ · M 
 c φδ · M
 nc,
C
Mδ ·
φδH c φδH nc,
φδ · H 
 c φδ · H
 nc,
C
Hδ ·
74schwingenden Systems bei Torsions- und Schlagbewegung wird in diesem Abschnitt
im Frequenzbereich behandelt. Im Experiment wird häufig die 1/4-Flügeltiefenachse
als Bezugsachse des Nickmoments und der Nickgeschwindigkeit gewählt. Deshalb
wird in diesem Abschnitt diese 1/4-Flügeltiefe ebenfalls als Referenzachse genommen. 
Für die Auftriebsbeiwerte CΝα  , CNq und die Momentenbeiwerte CMα  , CMq folgt dann:
, (260)
, (261)
, (262)
, (263)
, (264)
. (265)
Hierbei ist xac der aerodynamische Neutralpunkt, eine Variable in Abhängigkeit der
Anströmungs-MACH-Zahl, die bei Unterschallanströmung gleich 1/4-Flügeltiefe ist.
Sobald die Anströmungsgeschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit und Überschallge-
schwindigkeit erreicht, wandert dieser Punkt zur halben Flügeltiefe, also xac = 1/2 Flü-
geltiefe. 
Das zirkulationsbedingte Antwortverhalten der ’Indicial Function’ bezogen auf den
Anstellwinkel ist in der LAPLACE-Ebene gegeben durch 
.   (266)
wobei  der LAPLACE-Operator ist. Die Auftriebsantwort auf eine Anstellwinkelän-
derung ergibt sich aus der Übertragungsfunktion in Gleichung (204) für den zirkulati-
onsbedingten Anteil und Gleichung (205) für den zirkulationsfreien Anteil. Da die
dimensionslose Zeit S = t/b ist, setzt man s = ik /b in die Übertragungsfunktion
ein und bekommt die gesuchte Auftriebsantwort im Frequenzbereich:
, (267)
, (268)
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75wobei 
,  und . 
ω ist die Kreisfrequenz der harmonischen Anstellwinkelbewegung α(t). Eine Auftei-
lung in Real- und Imaginärteil ergibt
, (269)
. (270)
Die Frequenzantwort des Auftriebsbeiwerts auf die Nickgeschwindigkeit ist aus den
Übertragungsfunktionen (206) und (207) abzuleiten und lautet
, (271)
wobei kIq = 2 Kq und a der Bezugspunkt hinter dem Mittelpunkt der Nickge-
schwindigkeit (für 1/4-Flügeltiefe ist der Bezugspunkt bei a = -1/2) ist.
Die Frequenzantwort des Auftriebsbeiwerts auf den Ruderausschlag ist aus den Über-
tragungsfunktionen (208) und (209) abzuleiten und lautet
, (272)
wobei  ist.
Analog dazu ist die Momentenantwort im Frequenzbereich auf eine Anstellwinkelän-
derung aus der Übertragungsfunktion (475) für den zirkulationsbedingten Anteil und
der Gleichung (477) für den zirkulationsfreien Anteil
, (273)
wobei
  
sind, bzw. getrennt in Real- und Imaginärteil
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Die Momentenantwort auf die Nickgeschwindigkeit im Frequenzbereich folgt aus den
Übertragungsfunktionen (476) und (478) und lautet
, (274)
wobei  und  sind.
Die Momentenantwort auf den Ruderausschlag im Frequenzbereich folgt aus der Über-
tragungsfunktion (479) und Gleichung (481). Sie lautet
, (275)
wobei 
,  
und a wieder der Bezugspunkt hinter dem Mittelpunkt der Nickbewegung (für 1/4-Flü-
geltiefe ist der Bezugspunkt a = -1/2) sind.
Die Momentenantwort um die Ruderachse auf den Ruderausschlag im Frequenzbe-
reich folgt aus der Übertragungsfunktion (483) und Gleichung (484). Sie lautet
, (276)
wobei 
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77Die Momentenantwort um die Ruderachse auf eine Ruderausschlagsrate  im Fre-
quenzbereich folgt aus der Übertragungsfunktion (485) und Gleichung (486). Sie   lau-
tet
, (277)
wobei
 und .
Abbildung 26 stellt die Frequenzantworten der Auftriebsbeiwerte CNα auf die harmoni-
sche Anstellwinkelanregung aus Gleichung (242) und (243) in Abhängigkeit der redu-
zierten Frequenz k für die MACH-Zahlen  = 0.5 und  = 0.6 dar. Zum Vergleich
sind die experimentellen Ergebnisse (für k = 0.02 bis 0.7) aus Referenz [9], bzw. die
numerischen Ergebnisse (k = 0, ) aus Referenz [36] und die numerischen Ergebnisse
(k = 0.8, k = 1.0) aus Referenz [43] aufgetragen. Der Vergleich zeigt, dass die ’Indi-
cial’ Auftriebsbeiwerte CNα sehr gut übereinstimmen. Dies beweist wie bereits in
Abschnitt 4.5, dass die ’Indicial Functions’ φq sehr gute Approximationsansätze dar-
stellen.
Abbildung 27 stellt die Frequenzantworten der Auftriebsbeiwerte CNq auf die harmoni-
sche Nickgeschwindigkeit um die 1/4-Flügeltiefenachse aus Gleichung (244) in
Abhängigkeit der reduzierten Frequenz k für die MACH-Zahlen  = 0.5 und  =
0.6 dar. Zum Vergleich sind die experimentellen Ergebnisse (für k = 0.02 bis 0.7) aus
Referenz [9], bzw. die numerischen Ergebnisse (k = 0, ) aus Referenz [36] und die
numerischen Ergebnisse (k = 0.8, k = 1.0) aus Referenz [43] aufgetragen. In [9] wurde
der Auftrieb für die Nickgeschwindigkeit um die Nasenachse und das Moment mit
Bezug auf die 1/4-Flügeltiefenachse ermittelt. Die Transformation auf die 1/4-Flügel-
tiefenachse für die Drehbewegung wurde mittels der Gleichungen (151) - (154) durch-
geführt. Der Vergleich zeigt, dass die ’Indicial’ Auftriebsbeiwerte CNq um die 1/4-
Flügeltiefenachse sehr gut übereinstimmen. Dies weist wie in Abschnitt 4.5 noch ein-
mal nach, dass die ’Indicial Function’ φq  ebenfalls sehr gute Approximationsansätze
liefert.
Abbildung 28 zeigt die Antworten des Auftriebsbeiwerts CNα auf die harmonische
Anstellwinkelanregung gemäß Gleichungen (242), (243) für die MACH-Zahlen  =
0.7 und  = 0.8. Das gerechnete Beispiel ist für ein Profilsystem mit 25%-Ruder.
Dies entspricht den Ergebnissen in [49] für das NACA64A006 Profil mit 25%-Ruder.
Die aerodynamischen Beiwerte wurden in [49] mittels des ’Transonic-Codes’
LTRAN2-NLR für a0 = 0 und eine Nickschwingung mit einer Amplitude von 0.1° um
die 1/4-Profiltiefe berechnet. Im Bild dient als Abzisse die reduzierte Frequenz k, wäh-
rend die Ordinate den Auftriebsbeiwert (in [rad]) als Antwort auf die Anstellwinkelbe-
wegung zeigt. Für beide MACH-Zahlen werden die Antwortkurven auf
Anstellwinkeländerungen ausgedruckt. Der Vergleich zeigt eine weniger gute Überein-
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78stimmung als bei den MACH-Zahlen  = 0.5 und 0.6 von CNα mit den Ergebnissen
aus [49]. 
Abbildung 29 zeigt die Antworten des Auftriebsbeiwerts CNδ auf die harmonische
Ruderausschlagsanregung gemäß Gleichung (245) für die MACH-Zahlen  = 0.7
und  = 0.8  im Vergleich mit den Ergebnissen aus [49]. Der Vergleich zeigt auch
hier nur eine mäßige Übereinstimmung von CNδ mit den Ergebnissen aus [49].
Abbildung 30 zeigt die Frequenzantwort des Rudermomentenbeiwerts CHδ auf den
harmonischen Ruderausschlag gemäß Gleichung (249) in Abhängigkeit der reduzierten
Frequenz k für die MACH-Zahlen  = 0.7 und  = 0.8 im Vergleich mit den
Ergebnissen aus [49]. Der Vergleich zeigt hier eine sehr gute Übereinstimmung der
Rudermomentenbeiwerte als Antwort auf den Ruderausschlag.
Fazit:
• Die ’Indicial Functions’ φα und φq  sind sehr gute Approximationsansätze (gleiche 
Schlußfolgerung wie in Abschnitt 4.5).
• Der Vergleich der Frequenzantwort des Auftriebs mit den ’Indicial Functions’ 
 zeigt bei den MACH-Zahlen  = 0.5 und  = 0.6 mit [49] bes-
sere Übereinstimmungen als bei den MACH-Zahlen  = 0.7 und  = 0.8 aus 
[33].
• Der Vergleich der Frequenzantwort des Auftriebs infolge des Ruderausschlags mit 
den ’Indicial Functions’  bei den MACH-Zahlen  = 0.7 und  = 0.8 
liefert sehr gute Übereinstimmung mit [49], für diese beiden MACH-Zahlen sind 
die ’Indicial Functions’  gute Approximationsansätze.
• Der Vergleich der Frequenzantwort des Rudermoments infolge des Ruderausschlags 
mit den ’Indicial Funktions’  bei den MACH-Zahlen  = 0.7 und  = 
0.8 liefert sehr gute Übereinstimmung mit [49], für diese beiden MACH-Zahlen 
sind die ’Indicial Funktions’  gute Approximationsansätze.
• Die teilweise weniger guten Übereinstimmungen bei den MACH-Zahlen 0.7 und 
0.8 können ihre Ursache darin haben, dass im transsonischen Bereich die lineari-
sierte Potentialgleichung eine eigentlich nicht zulässige Näherung für die Beschrei-
bung des instationären Strömungsfeldes ist.
In diesem Abschnitt wurden die ’Indicial Functions’ φα , φq, φδ anhand der Vergleichs-
rechnung der Frequenzantwort des Auftriebsbeiwerts infolge harmonischer Anregun-
gen des Anstellwinkels, der Nickgeschwindigkeit und des Ruderausschlags in
Abhängigkeit von der reduzierten Frequenz für verschiedenen MACH-Zahlen vali-
diert. Die ’Indicial Functions’ φα , φq weisen eine sehr gute Approximationsqualität
auf, während die ’Indicial Functions’ φδ  eine nur noch gute Aproximationsqualität zei-
gen. Die Antwort des Rudermomentenbeiwerts um die Ruderachse infolge des harmo-
nischen Ruderausschlags wurde in Abhängigkeit der reduzierten Frequenz auch mit
M∞
M∞
M∞
M∞ M∞
φα c φα nc φq nc, , M∞ M∞
M∞ M∞
φδ c φδ nc, M∞ M∞
φδ c φδ nc,
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79den Ergebnissen aus der Literatur für zwei verschiedene MACH-Zahlen verglichen.
Die Validierung der ’Indicial Function’ φδΗ zeigt, dass diese Funktion φδΗ ebenfalls
eine sehr gute Approximation dargestellt.
Dieses Kapitel beinhaltet die wichtigsten Grundlagen für die aeroservoelastische
Modellbildung in dieser Arbeit. Es wurden die gesamten Luftkräfte im Zustandsraum
für beliebige Bewegungen (Anstellwinkel-, Nickgeschwindigkeits-, Ruderausschlag-
und Ruderausschlagsraten-Anregungen) für kompressible Strömung hergeleitet. Die
Validierungen der ’Indicial Functions’ erfolgten im Zeitbereich und im Frequenzbe-
reich durch die Vergleiche der Luftkräftebeiwerte mit experimentellen und numeri-
schen Literaturergebnissen. Die zwei wichtigen Zeitkonstanten KαΜ und KαΜ1/4 des
’Indicial Moments’ bezüglich der elastischen Achse und der 1/4-Profiltiefe sind
zwecks Erfüllung der Anfangsbedingung in dieser Arbeit neu entstanden. 
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81Kapitel 5
5.0  Differentialgleichungen der Bewegung des Profil-Ruder-
Systems 
In diesem Kapitel werden die Bewegungsdifferentialgleichungen des Profil-Ruder-
Systems als LAGRANGE-Gleichungen 2. Art hergeleitet. 
5.1  Das untersuchte Profil-Ruder-System
Die Bewegung des zu untersuchenden Profil-Ruder-Systems wird wesentlich durch die
Bewegungsfreiheitsgrade, die Lage der elastischen Achse und der Massenschwer-
punkte beschrieben. Das zu untersuchende Streckenprofil mit Ruderklappe ist in
Abbildung 1 dargestellt. Die Ruderklappe an der Hinterkante dient als Steuerfläche.
Bei der Umströmung des Profils wird von einer zweidimensionalen Strömung ausge-
gangen. Das System hat drei Freiheitsgrade, nämlich die Absenkung h, die Torsion α
um die elastische Achse und eine Drehung der Klappe um das Gelenk an der Hinter-
kante des Hauptprofils. Linear- und Torsionsfedern mit den Federkonstanten Kh und
Kα beschreiben das Strukturverhalten bei Schlag und Drehung um die elastische
Achse, während die Torsionsfedern der Kontroll- und Höhenauftriebsflächen mit Kδ
die Drehungen um die Scharnierpunkte mit den Steuerwinkeln δ beschreiben. Die
Koordinaten (x, z, h) werden auf die halbe Profiltiefe b als Referenzlänge bezogen. Die
Ruderklappe macht 20 Prozent der Profiltiefe aus. Das Profil-Ruder-System hat eine
Schlag-Kreisfrequenz an der elastischen Achse ωh = 50 [rad/sec] und eine Torsions-
Kreisfrequenz um die elastischen Achse ωα = 100 [rad/sec]. Die Klappe hat eine drei-
fach höhere Torsions-Kreisfrequenz [2] als das Profil: ωδ = 3ωα = 300 [rad/sec]. Für
dieses Profil-Ruder-System mit drei Freiheitsgraden sind die dimensionsbehafteten
Parameter in Tabelle 1 und die dimensionslosen Parameter in Tabelle 2 angegeben. 
5.2  Die Bewegungsgleichung
Die Differentialgleichungen der Bewegung des Profil-Ruder-Systems kann man ent-
sprechend dem Formalismus für die  LAGRANGE-Gleichungen 2. Art herleiten:
,   . (278)
Dabei sind T die kinetische Energie und V die potentielle Energie des Profil-Ruder-
Systems, Qi die äußeren Kräfte, die kein Potential besitzen, und qi die generalisierten
Koordinaten. In dieser Arbeit sind das insbesondere die generalisierten Luftkräfte und
Steuerkräfte, wenn wie in dieser Arbeit von sonstigen nicht-konservativen Kräften wie
Strukturreibung oder -dämpfung abgesehen wird.  Die gesamte kinetische Energie T
des Profil-Ruder-Systems ist
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Damit wird die gesamte kinetische Energie T des Profil-Ruder-Systems aus Gleichung
(279)
. (280)
Dabei sind 
: Profilmasse pro Profiltiefe;
: Statisches Moment des Profils um die elastische 
Achse;  
 
: Massenträgheitsmoment des Profils um die elasti-
sche Achse;
 : Abstand der Rudermasse; 
 : Spezifische Rudermasse pro Einheit; 
: Rudermasse;
: Massenträgheitsmoment des Ruders um die 
Profildrehachse (elastische Achse);
: Ruderträgheitsmoment um die Ruderachse;
: Statisches Moment des Ruders um die elastische 
Achse des Profils;
: Statisches Moment des Ruders um die Ruderachse;
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83: Masse des Profil-Ruder-Systems;
: Statisches Moment des Profil-Ruder-Systems um 
die elastische Achse;
: Trägheitsmoment des Profil-Ruder-Systems um die 
elastische Achse.
Angenommen, es seien 
    die Biegesteifigkeit des Profils,
  die Torsionssteifigkeit des Profils um die elastische Achse und
  die Torsionssteifigkeit des Ruders um die Ruderachse.
Dann ist die potentielle Energie
. (281)
Als generalisierte Koordinaten wählen wir . Dann lauten die
Differentialgleichungen gemäß Gleichung (278) 
, (282)
 , (283)
. (284)
In Matrix-Schreibweise mit  als Matrix der generalisierten Luftkäfte und  als
Matrix der generalisierten Steuerkräfte  lauten die Differentialgleichungen
. (285)
Der Index s kennzeichnet den Bezug auf die Struktur. Die einzelnen Symbole sind in
folgender Weise definiert: 
: Dimensionsbehafteter Zustandsvektor;
: Steuergrößenvektor, 3 Komponenten;
: Dimensionsbehaftete Massenmatrix der Struktur;
: Dimensionsbehaftete Steifigkeitsmatrix der Struktur;
: Dimensionsbehaftete Luftkräftematrix;
: Steuermatrix, 3 Komponenten.
Die Massenmatrix der Struktur ist:
m mW mR+=
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84 . (286)
Die Dämpfungsmatrix der Struktur ist Null.
Die Steifigkeitsmatrix der Struktur ist:
 . (287)
Die Parameter in den Gleichungen (286) - (287) sind durch die nachfolgend aufgeführ-
ten Ausdrücke definiert.
: Das Massenverhältnis des Profil-Ruder-Systems;
: Zustandsvektor;
: Trägheitsradius des Profil-Ruder-Systems um die elastische 
Achse des Profils;
: Trägheitsradius des Ruders um den Ruderdrehpunkt;
: Abstand der Massenschwerpunktlage des Profil-Ruder-Systems 
zur elastischen Achse, positiv definiert in Strömungsrichtung 
  hinter der elastischen Achse;
: Abstand der Massenschwerpunktlage des Ruders zum 
  Ruderdrehpunkt, positiv definiert in Strömungsrichtung hinter 
  dem Ruderdrehpunkt.
Als Abkürzungen führen wir noch die 3 Eigenkreisfrequenzen ein, die sich bei Weg-
nahme von jeweils zwei der Bewegungsfreiheitsgrade für das jeweils so entstehende
1-Freiheitsgradsystem ergäben.
: Eigenkreisfrequenz bei reiner Senkung;
: Eigenkreisfrequenz bei reiner Anstellwinkelschwingung;
ms
m Sα Sδ
Sα Iα    Iδ b c a–( )Sδ +
Sδ    Iδ b c a–( )Sδ+ Iδ
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ks
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0 0 Kδ r
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85: Eigenkreisfrequenz bei reiner Ruderschwingung.
Es kann nützlich sein, Gleichung (285) mit dem Wert 1/(mb2) nach [46] zu normieren.
Durch Einsetzen des Zustandsvektors  in Gleichung (285) erhält man dann
(288)
mit skalierter Massen- und Steifigkeitsmatrix:
, (289)
, (290)
wobei per Definition 
: Skalierte Massenmatrix der Struktur;
: Skalierte Steifigkeitsmatrix der Struktur;
: Skalierte Steuermatrix
sind.
Damit liegen die Bewegungsdifferentialgleichungen in der für das kontrollierte System
benutzten Form vor.
5.3  Aeroelastische Modellierung im Frequenzbereich für das frei  
harmonisch schwingende Auftriebssystem in inkompressibler 
Strömung
In diesem Abschnitt werden die aerodynamischen Kräfte für das harmonisch schwin-
gende Auftriebssystem in inkompressibler Strömung in die Bewegungsdifferentialglei-
chungen eingeführt und die Steuerkräfte Null gesetzt, so dass freie Schwingungen des
Luft-Struktur-Systems stattfinden können. Die sogenannte lineare algebraische Flatter-
gleichung wird daraus mit Hilfe eines harmonischen Ansatzes hergeleitet. Dabei sei
darauf hingewiesen, dass die Luftkräfte sowohl Massenträgheitsterme als auch Dämp-
ωδ KδrIδ-------=
x
˜
Ms x˜
·· Ks x˜
·+ L˜
mb2
--------- Gu+=
Ms
1 xα xδ
xα rα
2 rδ
2 c a–( )xδ +
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0 ωα 2 rα2 0
0 0 ωδ 2 rδ 2
=
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Ks
G
G
˜
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86fungs- und Rückstellkräfte enthalten, so dass für das gekoppelte System die Dämpfung
nicht Null ist.
Es wird also angenommen, dass das System nur einfach harmonisch mit der Anre-
gungskreisfrequenz ω schwingt:
               ,       ,      ,
wobei h0 die Schlagamplitude, α0 die Torsionswinkelamplitude und δ0 die Amplitude
des Ruderausschlags sind, und θ1 und θ2 die Phasenwinkel bezeichnen. Dann gilt 
, , , , und , .
Die Luftkräfte des Profil-Ruder-Systems in Abhängigkeit der reduzierten Frequenz k
bzw. 1/ k resultieren aus der THEODORSEN-Funktion C(k), in Matrixschreibweise
[14]
 mit (291)
mit den komplexen Parametern ka , kb , kc für die instationären Auftriebsbeiwerte, den
komplexen instationären Nickmomentenbeiwerten ma, mb, mc sowie den instationären
Rudermomentenbeiwerten na , nb , nc.
Diese Größen sind wie folgt den Freiheitsgraden zugeordnet: 
Flügelschlag:
;
;
.
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tFlügeldrehung: 
;
;
.
Ruderdrehung:
     
;
;
wobei  ist.
Aus Gleichung (288) und den Gleichungen (289) und (290) ist nun die Strukturglei-
chung in der Form
(292)
ableitbar. Der generalisierte Lastvektor in Gleichung (292) wird auf dieselbe Seite wie
die übrigen Terme geschrieben. Damit erhält man die generalisierte Gleichung 
  (293)
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Dabei ist  mit (294)
;
;
,
. (295)
Das Gleichungssystem (293) hat nur dann eine nichttriviale Lösung , wenn die
Koeffizientendeterminante verschwindet:
. (296)
Die Gleichung (296) ist die sogenannte Flattergleichung. Im Allgemeinen sind die λ-
Lösungen der komplexen charakteristischen Flattergleichung ebenfalls komplex. Zur
Lösung hat sich die sogenannte Geschwindigkeits-Dämpfungs-Methode (U-g-
Methode) als besonders vorteilhaft wegen physikalischer Anschaulichkeit erwiesen,
wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.
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89Eine Beschränkung dieses Verfahrens liegt darin, dass die Betrachtung nur unter der
Voraussetzung der harmonischen Anregung gültig ist. Bei der reduzierten Frequenz
nahe Null können die instationären Luftkräfte nur durch Extrapolation festgelegt wer-
den, dies führt zu einer großen Ungenauigkeit. Diese Ungenauigkeit kann durch die
alternativen Verfahren im Zeitbereich vermieden werden, wobei die reduzierte Fre-
quenz dann Null sein kann. Im Kapitel 5.8 wird darauf noch ausführlicher eingegan-
gen.
In diesem Abschnitt wurde das freie aeroelastische Modell (Steuergrößen Null) im Fre-
quenzbereich für das harmonisch schwingende Auftriebssystem in inkompressibler
Strömung betrachtet. Die sogenannte Flattergleichung wurde dafür abgeleitet.
5.4  Flatteruntersuchung mittels der Geschwindigkeits-Dämpfungs-
Methode (U-g-Methode) in inkompressibler Strömung
In diesem Abschnitt wird für ein Profil mit Ruderklappe (Abbildung 1) das Flatterphä-
nomen untersucht. Die Flattergeschwindigkeit wird mittels U-g-Methode bestimmt.
Bei dieser Methode [14] ist ein fiktiver Dämpfungsverlustwinkel für die komplexen
Eigenwerte in Gleichung (296) definiert: . Die kritische Flattergeschwin-
digkeit liegt dann für  vor. Für diesen Fall ist definitionsgemäß  rein reell.
Eine typische Lösungskurve ist in unterer Abbildung dargestellt [14].
Flattern ist bekanntlich ein Instabilitätsproblem, das im Rahmen der Aeroelastik als
eines der zentralen Phänomene angesehen werden kann. Es tritt dann Flattern eines
linearen Systems auf, wenn die aerodynamische Dämpfung des angeregten Systems
größer als die strukturelle Dämpfung ist und dieser entgegen wirkt. Das System kann
dann Energie aus der Luftströmung aufnehmen. Die Stabilität des Systems läßt sich
gk Im λ
k( )
Re λk( )
----------------=
gk 0= λk
  k = 0.2
   k = 0.35
    k = 0.3
    k = 0.25
   k = 0.5
k = 0.4
Typische Lösungskurve nach U-g-Methode  
gk
90durch die Untersuchung des Eigenwertproblems analysieren. Wenn der Realteil eines
Eigenwerts des Systems positiv ist, wird das System instabil. 
Nach der U-g-Methode [14] sind die Wurzeln der Flattergleichung (296)
(297)
für jede vorgegebene reduzierte Frequenz k zu bestimmen, wobei die entsprechenden
Imaginärteile g k als fiktiver Dämpfungsverlustwinkel definiert ist
. (298)
Für jede komplexe Lösung λk ist
ebenfalls komplex. Physikalisch bedeutungsvoll sind jedoch nur die rein reellen
Lösungen λ, welche entsprechende reelle Eigenfrequenzen Ω k und damit auch die
Flatterfrequenz ΩF = Ω k liefern. Eine komplexe Frequenz mit der Zeitfunktion 
(299)
beschreibt bekanntlich eine gedämpfte, neutrale oder angefachte Schwingung, je nach-
dem ob  = -Imω negativ, gleich Null oder positiv ist. Für den Grenzfall der stabilen
Schwingung ist  = 0, Ω = Re ω. Man kann daher eine reelle Frequenz
 (300)
und ein logarithmisches Dekrement
 (301)
definieren. Die zu jedem Ω k und damit zu jeder Lösung λk gehörende Fluggeschwin-
digkeit ergibt sich dann aus der Beziehung der reduzierten Frequenz:
 . (302)
Die kritische Flattergeschwindigkeit erhält man aus der Bedingung d k = 0. Die Dämp-
fung wechselt dabei das Vorzeichen von negativ zu positiv, das System kann Energie
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91aus der Strömung aufnehmen, die Schwingung wird angefacht, der Flatterfall liegt vor.
Die dabei auftretende Anströmungsgeschwindigkeit ist die Flattergeschwindigkeit
 . (303)
Abbildung 32 stellt die Lösung für das typische Profil-Ruder-System in dimensionslo-
ser Form dar. Dabei wurden die Systemparameter wie schon erwähnt gemäß Tabelle 1
und Tabelle 2 gewählt. Bei /(ωαb) = 3 ist die Dämpfung bei einer Ruderdrehung
gleich Null, die kritische Flattergeschwindigkeit von  = UF = 300*(2π)[m/s] tritt
auf, die reduzierte Frequenz beträgt kF = 2.3. Die Darstellung der entsprechenden
THEODORSEN-Funktion C ist in exakter Form Gleichung (64) und in Approximati-
onsform Gleichung (90), wobei  und
. Diese Flattergeschwindigkeit kann später zur Vali-
dierung des Modells im Zustandsraum im Abschnitt 5.9 dienen. Allerdings wird dort
die vereinfachte THEODORSEN-Funktion C(ik) = 0.5 benutzt.
Zum Vergleich wurde der Flatterpunkt mittels ’Frequency Response’ Analysis in
NASTRAN (Solution 145  Flatter Analysis [40]) anhand der p-k-Methode berechnet,
wobei die instationäre Aerodynamik mittels ’Specify Strip Theory’ mit CAERO4
Karte zur MACH-Zahl  = 0.0 berechnet wurde. Für das typische Profil-Ruder-
System wurden die dimensionsbehafteten Systemparameter aus Tabelle 1 genommen.
Das Ergebnis ist in Abbildung 33 dargestellt. Die Flattergeschwindigkeit gemäß p-k-
Methode aus der NASTRAN Rechnung ist konservativer als die analytische Lösung
der U-g-Methode in dieser Arbeit, es ergibt sich eine Flattergeschwindigkeit von UF =
280*(2π)[m/s]. 
Eine weitere Möglichkeit der analytischen Untersuchung der Flatterinstabilität besteht
in der Anwendung des Wurzelortskurvenverfahrens auf das aeroelastische lineare
System  = A x + B u. Dieses Verfahren wird im Abschnitt 5.8 näher beschrieben.
In diesem Abschnitt wurde die Flattergeschwindigkeit des Profil-Ruder-Systems mit-
tels U-g-Methode bestimmt. 
5.5  Parametereinflüsse auf das Flatterverhalten
In diesem Abschnitt werden Parameterstudien hinsichtlich der Lage der elastischen
Achse zur Massenschwerpunktlage, der Koppelung der Schlag- und Torsionseigenfre-
quenzen und der Rudermassenschwerpunktlage auf das Flatterverhalten durchgeführt. 
Einige Strukturparameter haben bekanntermaßen einen starken Einfluss auf das Flat-
terverhalten. Die maßgebenden Parameter sind die Profilschwerpunktlage zur elasti-
schen Achse xΑ , das Dichteverhältnis µ, der Rudermassenausgleichsabstand xδ und das
Frequenzverhältnis ωδ /ωα . Die Einflüsse der einzelnen Parameter auf das Flatterver-
halten werden in den folgenden drei Abschnitten detailliert beschrieben. 
U k
d k 0=
UF=
U∞
U∞
C ik( ) exakt 0.5101 - i 0.051=
C ik( ) approxi 0.5001 + i 0.2398=
M∞
x·
925.5.1  Abstand zwischen der ’elastischen’ Achse und der Schwerpunktlage
Wenn der Schwerpunkt hinter der ’elastischen’ Achse des gekoppelten Luft-Struktur-
Systems liegt, ist das System grundsätzlich instabil. Der Schwerpunkt muss vor der
’elastischen’ Achse sein, wenn das System stabil sein soll [14]. 
Im allgemeinen erhöht sich die Flattergeschwindigkeit mit zunehmendem Abstand
|xΑ|.
5.5.2  Verhältnis der Frequenzen
Es ist bekannt [10], dass das Frequenzverhältnis ωh /ωα zwischen Biegung und Torsion
einen starken Einfluss auf die Flattergeschwindigkeit hat. Sobald die beiden entkoppel-
ten Eigenfrequenzen zusammenlaufen, d. h.: ωh /ωα ~1, tritt der Flatterfall auf. Abbil-
dung 32 und Abbildung 33 zeigen diesen Vorgang. Wo die Schlag-Mode und die
Torsions-Mode sich treffen, wird die Dämpfung Null. Die Flattergeschwindigkeit tritt
dabei ein. Um Flatterstabilität zu gewährleisten, muss deshalb die Frequenznachbar-
schaft von Torsions- und Biegungsmode vermieden werden. 
5.5.3  Rudermassenausgleich
Abbildung 34 stellt den Einfluss des statischen Rudermoments (Rudermassenaus-
gleich) xδ auf das Flatterverhalten des Systems mit drei Freiheitsgraden in Abhängig-
keit von ωh /ωδ dar. xδ = 0 bedeutet, dass es keinen Rudermassenausgleich bzw. kein
statisches Moment des Ruders gibt. xδ = 0.002 bedeutet, dass die Rudermasse vor der
Ruderdrehachse als Rudermassenausgleich liegt. xδ = -0.002 bedeutet, dass die Ruder-
masse hinter der Ruderdrehachse liegt.
Es zeigt sich für den Fall ωδ /ωα > 1, dass die Verwirklichung eines positiven Ruder-
massenausgleichs (xδ > 0) ein wichtiger Konstruktionsfaktor zur Vermeidung von Flat-
tern ist. Bei Vorverlegung der Rudermasse (xδ = 0.002) vor die Ruderdrehachse erhöht
sich die Flatterstabilität [14]. 
In den drei Abschnitten 5.5.1 bis 5.5.3 wurden Parameterstudien hinsichtlich der Mas-
senschwerpunktlagen des Profils und des Ruders und der Kopplung der Schlag- und
Torsionseigenfrequenzen durchgeführt und der Einfluss auf das Flatterverhalten
bewertet. Dabei kann zusammenfassend gesagt werden, dass eine Massenschwerpunkt-
lage vor der elastischen Achse und vor der Ruderdrehachse zum Vermeiden des Flat-
terfalls eine notwendige Voraussetzung ist. Ebenso dürfen die Eigenfrequenzen der
Torsions- und der Schlagmode nicht zu nahe beieinander liegen. 
935.6  Aeroelastische Modellierung eines Profil-Ruder-Systems im 
Zeitbereich
In diesem Abschnitt wird ausgehend von der LAGRANGE’schen Ausgangsgleichung
zuerst auf die Bewegungsgleichungen des linearen Profil-Ruder-Systems eingegangen.
Die Luftkräfte für inkompressible und kompressible Strömung werden separat in die
Ausgangsgleichung eingeführt. Dann wird in der LAPLACE-Ebene eine homogene
Reduktion der Bewegungsgleichung zwecks Stabilitätsuntersuchung durchgeführt. Die
charakteristische Gleichung wird für die nichttrivialen Lösungen - die Pole des
Systems - abgeleitet. Die Stabilität des Systems wird untersucht. Die Zustandsglei-
chungen des linearen Systems für das Profil-Ruder-System werden sowohl für inkom-
pressible Strömung als auch für kompressible Strömung abgeleitet. Als ein
Anwendungsbeispiel des Modells wird die Antwort auf die Steuerung durch Doppel-
ausschlag für die inkompressible Strömung und auf die sprungförmige und harmoni-
sche Anstellwinkelanregung für kompressible Strömung simuliert. Anschließend wird
das Profil-Ruder-Modell am Flatterpunkt mittels Zustandsvektor-Rückführungsregler
(ZVR-Regler) stabilisiert, d.h. der Flatterfall wird aktiv unterdrückt, indem das gere-
gelte System auf eine Steuerung durch Doppelausschlag des Ruders antwortet.  
5.6.1  Bewegungsgleichung des Profil-Ruder-Systems
Gemäß der Ausgangsgleichung (288) der aeroelastischen Bewegungen des Profil-
Ruder-Systems gemäß Abbildung 1 ist, wenn Strukturdämpfung keine Rolle spielt 
,
wobei der Index s die Strukturanteile bezeichnet, 
die drei Freiheitsgrade des Systems, 
den Luftkräftevektor, u = [0 0 δ] Τ den Steuerwinkel der Kontrollfläche bzw. den
Ruderausschlagswinkel und m die Masse des Profils sowie b die Halbprofiltiefe des
Profil-Ruder-Systems. Für die Massenmatrix Ms und die Steifigkeitsmatrix Ks der
Struktur gelten die Gleichungen (289) und (290). 
Die instationäre Aerodynamik wird nun in die Bewegungsgleichung eingeführt. Der
instationäre aerodynamische Auftrieb wird durch das ’Indicial Function’ Konzept
bestimmt. Als zusätzliche Zustandsgrößen aufgrund der ’Indicial Functions’ ergeben
sich 
. 
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94Die Anzahl der Zustandsgleichungen des aeroelastischen Systems soll möglichst
gering sein. Aus diesem Grund wird die ’Indicial Function’ für inkompressible Strö-
mung bei s2 abgebrochen, 
. 
Für die inkompressible Strömung gibt es also nur zwei zusätzliche Zustandsgrößen,
während für die kompressible Strömung 15 zusätzliche Zustandsgrößen zu betrachten
sind. Die ’Indicial Functions’ für kompressible Strömung werden für den zirkulations-
bedingten Anteil meistens bei s2 abgebrochen, während die Entwicklung des zirkulati-
onsfreien Anteils meistens bereits bei s abgebrochen wird.
Die Luftkraft für die inkompressible Strömung ist nach Gleichung (82) 
,
wobei  ist und Mnc, Bnc, Knc durch die Gleichungen (71)-(73) und Bc , Kc
durch die Gleichungen (80), (81) erklärt sind.
Nach Einführung der Massenkonstante
(304)
erhält man folgende Gleichung
 , (305)
bzw. (306)
wobei C, R, S1, S2 durch die Gleichungen (50) bzw.(64), (75), (44), (45) erklärt sind.
Die Luftkräfte aus Gleichung (306) für inkompressible Strömung werden in die Aus-
gangsgleichung (288) eingesetzt. Die Bewegungsgleichungen des Profil-Ruder-
Systems sind dann für inkompressible Strömung 
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95bzw.
(308)
Das aeroelastische Modell in der inkompressiblen Strömung im Zustandsraum wird
aus der Matrix-Gleichung (307) und (308) schließlich wie folgt abgeleitet, indem zur
Vervollständigung des Zustandsverktors  die Größen
 und  hinzugefügt werden:
, (309)
bzw. umgeschrieben in der Form 
(310)
mit , (311)
      , (312)
und , (313)
hierbei gilt für die inkompressible Strömung
, (314)
,                            (315)
,           (316)
Ms ηMnc–( )x˜·· Bs η
U∞
b
-------⎝ ⎠⎛ ⎞ Bnc Bc+( )– x˜
· Ks η
U∞
b
-------⎝ ⎠⎛ ⎞
2
Knc Kc+( )– x˜+ + Gu s( ).=
XT h α δ h· α · δ · x˜1 x˜2, ,, , , , ,⎩ ⎭⎨ ⎬
⎧ ⎫
=
xT h α δ, ,{ }= h h
b
--=
I 0 0
0 M' 0
0 0 I
x·
x··
x˜·p
0 I 0
K'– B'– Dp
E1 E2 Ep
x
x·
x˜p
0
G
0
u+=
M X·· K X+ G˜ u=
M
I 0 0
0 M' 0
0 0 I
=
K
0 I 0
K'– B'– Dq
E1 E2 Ep
=
G˜T 0 0 0 u1 u2 u3 0 0 0 =
M' Ms ηMnc–=
K' Ks η
U∞
b
-------⎝ ⎠⎛ ⎞
2
Knc CRS1+( )–=
B' η U∞b-------⎝ ⎠⎛ ⎞ Bnc CRS2+( )–=
96wobei  ist. Nach Gleichung (128) ist 
 . (317)
, (318)
. (319)
Aus Gleichung (126) folgt
. (320)
In Gleichung (317) sind b1 und b2, A1 und A2 die Koeffizienten aus der Approximation
der WAGNER-Funktion in Gleichung (89) bzw. (90). Für ein System mit n Freiheits-
graden und mit den zusätzlichen Zustandsgrößen ip hat die Zustandsgleichung dieses
Systems insgesamt die Ordnung 2n+ip. Das Profil-Ruder-System hat n = 3 Freiheits-
grade und  hat zwei zusätzliche Zustandsgrößen zur Folge. Gleichung (309)
beschreibt das aeroelastische Modell für das Profil-Ruder-System mit drei Freiheits-
graden in inkompressibler Strömung der Ordnung 2n+2 = 8. 
Für die kompressible Strömung werden die Luftkräfte aus Gleichung (192) in folgen-
der Form abgeleitet
. (321)
Die Luftkräfte aus Gleichung (321) für kompressible Strömung werden in die Aus-
gangsgleichung (288) eingesetzt. Die Bewegungsgleichungen des Profil-Ruder-
Systems sind dann für kompressible Strömung
 . (322)
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97Das aeroelastische Modell für die kompressible Strömung im Zustandsraum wird ent-
sprechend aus Gleichung (322) abgeleitet:
 , (323)
wobei 
, (324)
,                            (325)
(326)
sind. Die aerodynamischen Steifigkeitsmatrizen  und die Dämpfungsmatrizen
 sind in den Gleichungen (188), (191) und (187) und (190) bereits angegeben.
Die Struktur-, Massen- und Steifigkeitsmatrizen Ms und Ks sind in den Gleichungen
(289) und (290) zu finden.
Nach Gleichung (241) folgt die Matrix
Nach Gleichung (239) folgt
, (327)
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98. (328)
Gemäß Gleichung (238) ist
.
(329)
Das aeroelastische Modell in der kompressiblen Strömung im Zustandsraum wird aus
der Matrix-Gleichung (323) schließlich wie folgt abgeleitet, indem zur Vervollständi-
gung des Zustandsverktors  die Größen
 und  hinzugefügt werden, umgeschrieben in der Form 
(330)
mit , (331)
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und .
Für kompressible Strömung sind drei zirkulationsbedingte ’Indicial Functions’ für den
Abwind, die Nickgeschwindigkeit und den Ruderausschlagswinkel mit 4 zusätzlichen
Zustandsgrößen zu betrachten. Hinzu kommen 10 zirkulationsfreie ’Indicial Functions’
für den Abwind, die Nickgeschwindigkeit und den Ruderausschlagswinkel und zusätz-
lich auch die Ruderausschlagswinkelrate, woraus 11 zusätzliche Zustandsgrößen resul-
tieren. Insgesamt sind 15 zusätzliche aerodynamische Zustandsgrößen zu betrachten.
In kompressibler Strömung hat Gleichung (309) die Ordnung 2n + 15 = 21 mit n = 3.
In diesem Abschnitt wurde das aeroelastische Modell für die kompressible und inkom-
pressible Strömung im Zustandsraum hergeleitet. Für inkompressible Strömung ist das
aeroelastische Modell achter (8.) Ordnung, während das aeroelastische Modell für
kompressible Strömung einundzwanzigster (21.) Ordnung ist. 
5.6.2  Lineares System für die aeroelastische Modellierung des Profil-Ruder-
Systems im Zustandsraum
In diesem Abschnitt werden die aeroelastischen Modelle aus dem vorangegangenen
Abschnitt in eine einheitliche Standardform der Zustandsgleichung  = A  x + B u, y = C x
+ D u umgeschrieben.
Da die Matrizen auf der jeweils linken Seite der Gleichung (309) für inkompressible
Strömung und der Gleichung (323) für kompressible Strömung nicht singulär sind,
kann durch Multiplikation mit der invertierten Massenmatrix M -1die Standardform
 , (333)
(334)
erhalten werden. Für das System mit der Ordnung 8 x 8 für die inkompressible Strö-
mung bzw. 21 x 21 für die kompressible Strömung gilt dabei
der Zustandsvektor:             bzw.  und 
die Ausgabegrößen:    
, (335)
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100die Steuergröße:                           ,
die Systemmatrizen sind:
 , (336)
, (337)
, (338)
, (339)
wobei M und K für inkompressible Strömung in den Gleichungen (311) und (312) und
für die kompressible Strömung in den Gleichungen (331) und (332) zu finden sind. Für
die geänderte Ausgabegröße ändert sich die Systemmatrix H entsprechend.   
Für die Ausgabegröße 
   , (340)
und die Steuergröße:                     
ändert sich die Systemmatrix H entsprechend in folgender Form für die Rudersteue-
rung:
, (341)
mit , .
Für die Anstellwinkelausschläge als Steuergröße bleiben die Systemmatrizen F, Gl , H
wie bei einem Ruderausschlag als Steuergröße unverändert. Der Zustandsvektor X und
die Ausgabegröße y sind ebenfalls gleichbleibend. 
Die Steuergröße ist dann
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101 , (342)
und die Systemmatrix Dl lautet 
. (343)
Mit dieser linearen Systemdarstellung im Zustandsraum lässt sich der Bewegungsvor-
gang des Profil-Ruder-Systems bei einer bestimmten Strömungsgeschwindigkeit auf-
grund der beliebigen Steuerungseingabe simulieren. Die instationären Luftkräfte
können ebenfalls anhand dieser linearen Zustandsgleichung ermittelt werden. Näheres
dazu folgt im nächsten Abschnitt über die lineare Simulation.
In diesem Abschnitt wurde das aeroelastische Modell in die Standardform  = A  x + B u,
y = C x + D u für inkompressible- und kompressible Strömung umgeschrieben. 
5.7  Lineare Simulation für den nichtlinearen Winkelausschlag
5.7.1  Inkompressible Strömung
In diesem Abschnitt wird die Antwort des aeroelastischen Systems hinsichtlich des
Bewegungsablaufs und der aerodynamischen Beiwerte auf eine beliebige nichtlineare
Steuerungsgröße, wie etwa ein Winkel-Doppelausschlag („Doublet“), im Zeitbereich
simuliert. Diese Simulation ist die erste Anwendung der Zustandsgleichung.
Um die Sensibilität des Systems darzustellen, wird eine idealisierte, jedoch repräsenta-
tive Form der Steuerungseingabe in der Form eines „Doublets“ [4] benutzt:
, (344)
wobei  = t/TD und TD eine charakteristische Zeit ist; mit . Abbil-
dung 35 stellt den Zeitverlauf der Steuerungseingabe dar. Doublet ist eine Kombination
aus Rampenfunktion und Schwingung. Als Anwendungsbeispiel wird in dieser Arbeit
der Zeitskalar gleich 15, nämlich TD 2 /(2b) = 15 gewählt. Die Amplitude ist gleich
1 Radiant für die inkompressible Strömung ( ; stationäre Auftriebsbeiwerte
/(2π) = 1 [rad]).
Abbildung 36 zeigt die lineare Simulation des Bewegungsverlaufs des Profil-Ruder-
Systems auf den Doppelausschlag des Ruders bei  = 200*(2π)[m/s] in der inkom-
pressiblen Strömung. Das Profil-Ruder-System mit dieser Geschwindigkeit ist stabil (s.
Abbildung 45). Die Ausgabegröße ist der Bewegungsverlauf des Systems. Die Glei-
chungen (333)-(335) beschreiben die Bewegung. Die Zustände x (= y) tendieren
wieder zu Null, dem Ausgangspunkt, zurück. Im Bild erkennt man auch, dass die Fre-
quenz der Ruderdrehschwingung höher ist als die Frequenzen der Schlagbewegung
und der Torsion. Diese entsprechen den Abkürzungen der Frequenzen ωh und ωδ. 
uT 0 α 0=
Dl I=
x·
δ t( ) 23.34 τ˜ τ˜ 1–( )[ ]2 2πτ˜( )sin=
τ˜ τ˜ 1 δ τ˜( ),> 0=
U∞
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102Abbildung 37 stellt die lineare Simulation der Antwort der instationären Luftkraftbei-
werte auf den Doppelausschlag des Ruders des Profil-Ruder-Systems bei  =
200*(2π)[m/s]für die inkompressible Strömung dar. Die Ausgabegröße ist die Antwort
der instationären Luftkraftbeiwerte des Systems gemäß Gleichung (340), die System-
matrix H entspricht der Gleichung (341).
Abbildung 38 stellt die zeitliche Antwort der instationären Luftkraftbeiwerte auf den
Doppelausschlag des Anstellwinkels des Profil-Ruder-Systems bei  = 200*(2π)[m/
s] für die inkompressible Strömung dar. Die Ausgabegröße y und die Systemmatrix H
sind ebenfalls in den Gleichungen (340) und (341) angegeben. Geändert sind die Steu-
ermatrix in Gleichung (342) und die Systemmatrix Dl in Gleichung (343).  
In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dass die Antwort der Bewegungszustände und die
aerodynamische Beiwerteantwort auf eine nichtlineare beliebige Steuereingangsgröße,
wie ein Doppelausschlag des Ruders oder des Anstellwinkels, unter  Anwendung der
linearen Zustandsgleichung  im Zeitbereich simuliert werden kann. 
5.7.2  Kompressible Strömung
In diesem Abschnitt wird die Antwort des aeroelastischen Systems hinsichtlich des
Bewegungsablaufs und der aerodynamischen Beiwerte auf eine sprungförmige und
eine harmonische Anstellwinkelanregung im Zeitbereich simuliert. Diese Simulation
ist für die kompressible Strömung mit der Machzahl  durchgeführt worden.
Für die Ausgabegröße 
   , (345)
und die Steuergröße                     
bleiben die Systemmatrizen F, Gl, H und Dl wie die Gleichungen für A (Gleichung
(238)), B (Gleichung (239)), C (Gleichung (241)) und D (Gleichung(240)) entspre-
chend der Darstellung in Abschnitt 4.5 unverändert. Tabelle 8 stellt die Systemmatri-
zen des Profil-Ruder-Systems bei  für die kompressible Strömung dar. Der
Zustandsvektor X und die Ausgabegröße y sind ebenfalls die gleichen. 
Abbildung 39 stellt die lineare Simulation der Antwort der instationären Luftkraftbei-
werte auf den sprungförmigen Anstellwinkelausschlag des Profil-Ruder-Systems bei
  für die kompressible Strömung dar. Die Ausgabegröße ist die Antwort der
instationären Luftkraftbeiwerte des Systems gemäß Gleichung (248). Die Systemma-
trizen H, Dl entsprechen den Gleichungen (241) und (240). Die Lösung der gewöhnli-
chen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten wird im Matlab-Simulink-
Modul mittels Solver ode113 (Adams) gefunden.  
Abbildung 40 stellt das Simulink-Blockschaltbild für das instationäre Luftkräftemodell
im Zustandsraum in S-Funktion mit der harmonischen Anstellwinkel-Eingabe des Pro-
fil-Ruder-Systems  dar. Der Input hat die Amplitude 1 und Frequenz 1 [rad/sec].
U∞
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103Abbildung 41 stellt die zeitliche Antwort der instationären Luftkraftbeiwerte CN und
CM auf die harmonische Anstellwinkel-Eingabe des Profil-Ruder-Systems bei
 für die kompressible Strömung dar. Die Ausgabegröße y und die System-
matrizen H, Dl sind ebenfalls in den Gleichungen (248) und (241), (240) angegeben.
Die Lösung dieser gewöhnlichen Differentialgleichung wird im Matlab-Simulink-
Modul mittels Solver ode45 (Dormand-Prince) gefunden. 
In diesem Abschnitt wurde gezeigt, dass die aerodynamische Beiwerteantwort auf
jeweils eine sprungförmige und eine harmonische Anstellwinkel-Steuereingangsgröße
unter Anwendung der linearen Zustandsgleichung im Zeitbereich für kompressible
Strömung ebenfalls simuliert werden kann. 
5.8  Flatterpunkt ermittelt durch den Wurzelortskurvenverlauf  der 
Systemmatrix der Zustandsgleichung für den inkompressiblen 
und den kompressiblen Fall 
In diesem Abschnitt wird die zweite Anwendung der Zustandsgleichung zur Flatter-
punktbestimmung  gezeigt. 
Die Methode basiert auf der Bestimmung des Wurzelortskurvenverlaufs der System-
matrix der Zustandsraumgleichung. In diesem Abschnitt wird diese Methode benutzt,
um den Flatterpunkt festzulegen. 
Die LAPLACE-Transformierte der Bewegungsgleichung des Profil-Ruder-Systems
(Gleichung (308) für inkompressible Strömung und Gleichung (322) für kompressible
Strömung) ist in allgemeiner Form
(346)
wobei s die LAPLACE-Transformationsvariable ist, und 
.
A(s) setzt die Struktur- und Luftkräfteanteile zusammen:
(347)
mit . (348)
Die Luftkräfte /(mb2) können aus dem zirkulationsbedingten Anteil und dem zir-
kulationsfreien Anteil zusammengesetzt werden. 
. (349)
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104Nach Einsetzen von Gleichung (348) und s = U/b  sowie 
in Gleichung (305) bzw. (306) sind die instationären Luftkräfte für inkompressible
Strömung 
, (350)
bzw. . (351)
Für die kompressible Strömung erhält man die instationären Luftkräfte aus Gleichung
(321) zu
. (352)
Die Bewegungsgleichungen des Profil-Ruder-Systems aus den Gleichungen (305) und
(321), die jeweils für inkompressible Strömung und kompressible Strömung gelten,
werden in der LAPLACE-Ebene in die folgende Form transformiert:
•  für inkompressible Strömung  
, (353)
bzw.
 (354)
• für kompressible Strömung
 .
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105Die Massenmatrix, die Steifigkeitsmatrix und die Dämpfungsmatrix sind nun aus
Struktur- und Aerodynamikanteilen zusammengesetzt. Die aerodynamische Dämp-
fungsmatrix setzt sich aus den beiden Anteilen Bnc + Bc bzw.  zusammen.
Dieser aerodynamische Dämpfungsanteil spielt für die Stabilität des Systems eine
wichtige Rolle, die Phasenverschiebung zwischen den Luftkräften und der Verformung
des Systems bestimmt die Energiezufuhr oder -abfuhr der Luftströmung, was den Flat-
terfall zur Folge haben kann oder ein stabiles Verhalten. 
Für das homogene Gleichungssystem
(356)
ergeben sich Stabilitätsaussagen aus den Vorzeichen der Realteile der Eigenwerte von
A. Die notwendige Bedingung für die Existenz einer nicht-trivialen Lösung von Glei-
chung (356) ist
. (357)
Die Systemmatrix A ist abhängig vom Verhältnis  /b und bei harmonischer Schwin-
gung, die für die Anwendung auch bei der U-g-Methode angenommen wird, noch
zusätzlich von der reduzierten Frequenz. Der Realteil der komplexen Eigenwerte
beschreibt die Stabilität des aeroelastischen Systems. Wenn von den Realteilen der
komplexen Eigenwerte λk = σk + iωk der Systemmatrix A auch nur einer positiv wird,
d.h. σk 0, ist das System instabil.    
Abbildung 42 stellt die typischen Wurzelortskurven der Systemmatrix des Profil-
Ruder-Systems mit drei Freiheitsgraden bei ωh /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit Schwer-
punktlage in der 40% Profiltiefe, in Abhängigkeit von der Anströmungsgeschwindig-
keit und der reduzierten Frequenz in der kompressiblen Strömung mit  dar.
Abbildung 42 a) bis Abbildung 42 f) stellen die typischen Wurzelortskurven für die
entsprechenden Schwingungsmoden separat dar. Diese Moden sind die Schlagmode,
die Schlaggeschwindigkeitsmode, die Torsionsmode, die Nickgeschwindigkeitsmode,
die Ruderausschlagsmode und die Ruderausschlagsgeschwindigkeitsmode des Profil-
Ruder-Systems.  Der Einfluss der Anströmungsgeschwindigkeit und der reduzierten
Frequenz sind durch die Farbmarkierung bei den Minimum- und Maximumwerten zu
erkennen. Die grünen Punkte sind für die Eigenwerte beim Minimum der Anströ-
mungsgeschwindigkeit (10*(2π)[m/s]), rot für die Eigenwerte beim Maximum der
Anströmungsgeschwindigkeit (350*(2π)[m/s]). Die gelben Punkte sind für die Eigen-
werte beim Minimum der reduzierten Frequenz (k = 0.1), lila für die Eigenwerte beim
Minimum der  reduzierten Frequenz (k = 10).
Abbildung 43 stellt die Eigenwertverteilung des Profil-Ruder-Systems mit drei Frei-
heitsgraden bei ωh /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit Schwerpunktlage in der 20% Profiltiefe
(xA = -0.2) (s. Tabelle 2) bei der Machzahl  für 6 reduzierte Frequenzen k =
5.0, 3.1, 2.35, 0.26, 0.18, 0.01 für iterierte Flattergeschwindigkeit dar. Die Flatterge-
schwindigkeit wurde mittels oben genannter Methode festgelegt. Die Flattergeschwin-
digkeit des Profil-Ruder-Systems mit der Schwerpunktlage in der 20% Profiltiefe bei
der Machzahl   ist 359.149 *(2π)[m/s].
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106Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass in diesem Abschnitt die charakteri-
stischen Gleichungen zur Bestimmung der Stabilitätsgrenzen des Systems für die
inkompressible und kompressible Strömung abgeleitet wurden, woraus die Flatter-
punkte bestimmt wurden.
5.9  Validierung der aeroelastischen Modellierung im Zustandsraum - 
Bestimmung des Flatterpunktes für den inkompressiblen Fall 
In diesem Abschnitt wird die Validierung des aeroelastischen Modells anhand der Ver-
gleichsrechnung des Flatterpunktes in inkompressibler Strömung durchgeführt. Der
Flatterpunkt lässt sich mittels Wurzelortskurvenverlaufs der Systemmatrix des Modells
im Zustandsraum und mittels U-g-Methode im Frequenzbereich bestimmen und ver-
gleichen. Der zusätzliche Vergleich des Flatterpunktes mit Ergebnissen aus [40] und
[7] dient hier auch zur Validierung der Modellierung. Die Schematik dazu ist in Abbil-
dung 44 dargestellt. 
Abbildung 45 zeigt die typische Eigenwertverteilung der Systemmatrix F (Gleichung
(336)) des Profil-Ruder-Systems (Gleichung (333) und (334)) bei der Anströmungsge-
schwindigkeit  = 200*(2π)[m/s] für inkompressible Strömung und unter der Ver-
einfachung C(ik) = 0.5. Der Grund für diese Vereinfachung ist die Beschränkung der
Fehlerquellen bei der Approximation der THEODORSEN-Funktion, wie im Abschnitt
5.4 erwähnt. Auf der Realteilachse sind die beiden Eigenwerte der zusätzlichen aerody-
namischen Zustandsgrößen aufgetragen. Im Allgemeinen liegen die Eigenwerte der
zusätzlichen Zustandsgrößen immer nur auf der Realteilachse. Durch den Wurzelorts-
kurvenverlauf der Eigenwerte der Systemmatrix F in Gleichung (336) läßt sich die Sta-
bilitätsgrenze bestimmen. Die Anströmungsgeschwindigkeit ist dabei variabel. Die
Wurzelortskurvenverläufe zeigen, dass die Eigenwerte bei einer bestimmten Anströ-
mungsgeschwindigkeit die negative Ebene verlassen und in die rechte, positive Ebene
überwechseln. Das System wird dabei instabil.
Abbildung 46 stellt den Wurzelortskurvenverlauf der Systemmatrix des Profil-Ruder-
Systems mit drei Freiheitsgraden in Abhängigkeit von der Anströmungsgeschwindig-
keit für inkompressible Strömung dar. Aus der Eigenwertanalyse der Systemmatrix  F
(Gleichung (336)) resultiert die Flattergeschwindigkeit unter der Vereinfachung C(ik)
= 0.5 bei der Anströmungsgeschwindigkeit  = Uflatter = 298.70*(2π)[m/s], was an
der imaginären Achse abzulesen ist, wobei der Realteil des Eigenwerts gleich Null ist,
wie im Abbildung 47 dargestellt. 
Tabelle 9 stellt die Eigenwerte dieser Systemmatrix F des Profil-Ruder-Systems am
selben Flatterpunkt für inkompressible Strömung dar. Das Flattern tritt beim Zusam-
mentreffen einer Torsions- und Schlageigenmode auf. 
Die Flattergeschwindigkeit des Profil-Ruder-Auftriebssystems mit 289.70*(2π)[m/s]
wurde mittels des Wurzelortskurvenverlaufs der Systemmatrix für die inkompressible
Strömung ermittelt. Dieses Ergebnis ist nahezu identisch mit dem Ergebnis aus der
Anwendung der U-g-Methode, bei der die Flattergeschwindigkeit Uflatter =  =
300*(2π)[m/s] betrug. Es ist eine gute Übereinstimmung mit einer Abweichung von
lediglich 3~4% an der Stabilitätsgrenze der beiden Modelle zu beobachten. Bei der
U-g-Methode ist die reduzierte Frequenz an der Flattergeschwindigkeit kF = 2.3, die
U∞
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107THEODORSEN-Funktion wurde in exakter Form (C(ik=2.3i)=0.5001-i0.051) berech-
net, statt die Annahme C(ik) = 0.5 in der Flatteruntersuchung anhand des Zustandsmo-
dells in inkompressibler Strömung. Mit dieser Annahme wird der Fehler der
Approximation der THEODORSEN-Funktion (Gleichung (90)) im Zustandsraum sehr
gering sein. 
Für den inkompressiblen Fall wird ein zusätzlicher Vergleich des Flatterpunktes mit
Ergebnissen aus [40] und [7] in den Abbildungen 48 und 49 dargestellt. Das Profilsy-
stem ist mit zwei Freiheitsgraden (Schlag und Torsion mit dem Verhältnis vom ωh/ωα
= 2/5) mit Schwerpunktlage 45% der Profiltiefe (HA145A2 in NASTRAN [40]) für
inkompressible Strömung  zu untersuchen. Abbildung 48 stellt die Eigenwert-
verteilungen zur Iteration der Flattergeschwindigkeit für fünf verschiedene reduzierte
Frequenzen (k = 5.0, 1.06, 0.22, 0.047, 0.01) dar, die Flattergeschwindigkeit ist  =
167.9 [ft/s]. Abbildung 49 aus [40] und [7] zeigt den Verlauf der Dämpfung und der
Frequenz in Abhängigkeit von der Anströmungsgeschwindigkeit für den gleichen Fall,
wobei die Strukturdämpfungen berücksichtigt wurden. Dort ist die Flattergeschwindig-
keit  = 170 [ft/s]. Aufgrund der Berücksichtigung der Strukturdämp-
fung bei der p-k- und g-Methode [40] und [7] war die höhere Flattergeschwindigkeit zu
erwarten. Es ist eine sehr gute Übereinstimmung mit einer Abweichung von lediglich
1% in den Flattergeschwindigkeiten der beiden Methoden zu beobachten.
In diesem Kapitel wurden zunächst die Differentialgleichungen der Bewegung des Pro-
fil-Ruder-Auftriebssystems aufgestellt. Die instationären Luftkräfte in inkompressibler
und kompressibler Strömung wurden in das Strukturmodell integriert. Eine lineare
aeroelastische Standardform der Zustandsgleichung wurde hergeleitet. Die Eigenwert-
analyse der Systemmatrix wurde in Abhängigkeit der Anströmungsgeschwindigkeit
und der reduzierten Geschwindigkeit für die kompressible Strömung durchgeführt. Die
typischen Eigenwertverläufe wurden dafür dargestellt. Die Flattergeschwindigkeit in
der inkompressiblen Strömung wurde im Frequenzbereich sowohl aus der U-g-
Methode als auch aus dem Wurzelortskurvenverlauf der Systemmatrix der Zustands-
gleichung ermittelt. Die Validierung der Modellierung im Zustandsraum wurde durch
den Vergleich des Flatterpunktes für die inkompressible Strömung gemäß den beiden
Methoden sowie aus [40] und [7] (mit p-k- und g-Methode) durchgeführt. Als erstes
Anwendungsbeispiel der Standardform der Zustandsgleichung wurden die Antworten
der Systemzustände und der instationären aerodynamischen Beiwerte auf eine lineare
und nichtlineare zeitvariable Eingangsgröße für den inkompressiblen und den kom-
pressiblen Fall simuliert. Die zeitvariablen Eingangsgrößen sind sprungförmige, har-
monische Anstellwinkelausschläge (linear) und Doppelausschläge des Anstellwinkels
(α-Doublets) und  des Ruders (δ-Doublets) (nichtlinear). 
M∞ 0=
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6.0  Aeroservoelastisches Modell mit Zustandsvektor-
Rückführungsregler (ZVR-Regler)
In diesem Kapitel wird der Zustandsvektor-Rückführungsregler (ZVR-Regler) zwecks
Flatterunterdrückung des Profil-Ruder-Systems in inkompressibler Strömung ausge-
legt. Die Ausgangsgrößen sind aktuelle Systemzustände, die sich nach einem vorgege-
benen Anfangszustand eingestellt haben. 
Dies stellt das zweite Anwendungsbeispiel der Standardform der Zustandsgleichung
im Zustandsraum zur aktiven Flatterunterdrückung dar. 
Als drittes Anwendungsbeispiel werden die Antworten der Systemzustände und der
instationären Aerodynamik des System mit dem ZVR-Regler bei Doppelausschlägen
des Anstellwinkels oder des Ruders ermittelt.
6.1  Zustandsgleichung des geschlossenen Systems mit ZVR-Regler 
In diesem Abschnitt werden die Zustandsgleichungen des geschlossenen Systems mit
ZVR-Regler hergeleitet. Das lineare Zustandsgleichungssystem (333) und (334) bei
der Flattergeschwindigkeit ist instabil. Um ein solches offenes lineares Standardsystem
zu steuern, kommt ein Zustandsvektor-Rückführungsregler (ZVR-Regler) [30] [17] in
Frage.
Ein offenes lineares Standardsystem ist in allgemeiner Form durch
 (358)
(359)
beschrieben, wobei x(t) der Systemzustandsvektor ist, der im inkompressiblen Fall 8
Elemente und im kompressiblen Fall 21 Elemente besitzt. Die Steuergröße u besitzt 3
Elemente. Dementsprechend ist A eine quadratische Matrix (8x8 bzw. 21x21) und B
eine 8x3- bzw. 21x3-Matrix. Wenn die Anfangszustände gleich Null sind, d.h. x(t=0)
=0, kann man den Zustandsverlauf mit dem ZVR-Regler so steuern, dass x(t) auf einen
gewünschten Zustand geführt wird, wobei der Regler den gesamten Zustandsvektor
x(t) zurückführen soll. Führt man die Zustandsgröße 
(360)
ein, wobei k einen Rückführungsvektor bezeichnet, so folgt für die Zustandsgleichung
des geschlossenen Systems mit Rückführung von u
 (361)
(362)
x· t( ) Ax t( ) Bu t( )+=
y t( ) Cx t( )=
u t( ) uc t( )  k x t( )–=
x· t( ) Ac x t( ) Buc t( )+=
y t( ) Cx t( )=
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Die charakteristische Gleichung des geschlossenen Gleichungssystems (361) und (362)
erhält man nach LAPLACE-Transformation:
. (364)
Abbildung 50 zeigt das Blockschaltbild des geschlossenen Systems der Gleichungen
(361) und (362) mit ZVR. Das äquivalente System dazu ist im Abbildung 51 darge-
stellt.
6.2  Beispiel für Flatterunterdrückung des Profil-Ruder-Systems mit 
ZVR-Regler bei inkompressibler Strömung
Im Abschnitt 5.9 wurde die Flattergeschwindigkeit des Profil-Ruder-Systems festge-
stellt. In diesem Abschnitt wird zuerst ein ZVR-Regler zur Flatterunterdrückung aus-
gelegt, dann wird das System am Flatterpunkt im Frequenzbereich analysiert, und
anschließend werden die Antworten des Profil-Ruder-Systems mit ZVR-Regler am
Flatterpunkt auf den nichtlinearen Doppelausschlag als Eingangsgröße im Zeitbereich
simuliert.
6.2.1  ZVR-Regler-Auslegung
In diesem Abschnitt wird für das Profil mit Ruderklappe ein ZVR-Regler ausgelegt,
der das Flatterphänomen unterdrücken soll. Der Rückführungsvektor k wird nach der
ACKERMANN’schen Formel [17] für den ZVR-Regler zwecks Flatterunterdrückung
des Profil-Ruder-Systems festgelegt.
Die Ausgangsgrößen des Systems sind aktuelle Systemzustände, die vorausgegange-
nen Anfangszustände x(0) des Systems sind beliebig. Der Steuereingang ist Null uc(t)
= 0. Ein ZVR-Regler wird für einen solchen Null-Steuereingang und für beliebige
Anfangswerte x(0) ausgelegt. Die Systemzustände x und Ausgangsgrößen sollen durch
den Regler zu Null konvergieren. 
Aus dem Wurzelortskurvenverlauf in Abbildung 46 sieht man, dass das System eine
positive Rückkopplung benötigt. Mit einer aktiven Wurzelauswahl am Wurzelortskur-
venverlauf kann man die erwünschte Dämpfung erreichen. 
Folgende Schritte werden für den ZVR-Reglerentwurf für das Profil-Ruder-System der
Gleichungen (333) und (334) bei der Flatteranströmungsgeschwindigkeit  =
298.70*(2π)[m/s] für inkompressible Strömung gemäß Tabelle 4 durchgeführt:
1. Annahmen treffen für alle messbaren Zustände x1 - x8;
2. Vorgeben der gewünschten Pol-Positionen des Systems (A-Bk, B, C) in den Glei-
chungen (361) und (362) zur Erlangung des stabilen Bereichs, unter Einbeziehung 
regelungstechnischer Erfahrungen, hier ist λ = 0.35*[-100 -90 -95 -105 -110 -115 -
85 -120];
3. Anwendung der MATLAB Funktion ’acker.m’, um die ZVR Kontrolle von u(t) =     
-k x(t) zu bekommen;
Ac A Bk–=
det sI Ac–[ ] 0=
U∞
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5. ZVR-Reglerauslegung für Null-Steuereingang u(t) und für beliebige Anfangswerte 
x(0), das System ist stabil;
6. ZVR-Reglerauslegung für Steuereingabe  u(t) ungleich Null, das System ist stabil, 
aber x und y werden nicht mehr zu Null konvergieren;
7. Reglerauslegung, um einen gegebenen gewünschten Zielwert yr zu erreichen (z. B. 
Lastminderung, dieser Entwurf ist nicht Bestandteil dieser Arbeit).
Abbildung 52 zeigt die lineare Simulation der Antwort der Zustandsgrößen des Profil-
Ruder-Systems ohne Regler in inkompressibler Strömung am Flatterpunkt  =
298.70*(2π)[m/s]. Das System ist instabil, die Zustandsgrößen schwingen an der Sta-
bilitätsgrenze - am Flatterpunkt - harmonisch. Abbildung 53 zeigt die lineare Simula-
tion der Antwort der Zustandsgrößen des Profil-Ruder-Systems beim ursprünglichen
Flatterpunkt mit dem ZVR-Regler für die Steuereingabe u(t) gleich Null und mit dem
Anfangswert der Senkung h/b(t = 0) = -3.3568, wobei nur die Anfangsstörung der
Zustandsgröße h/b ohne Steuerinput ins System eingegeben wurde. Die Zustände h/b,
α, δ tendieren innerhalb von 0.5 Sekunden auf den Wert Null.
Tabelle 9 stellt die Eigenwerte der Systemmatrix mit ZVR-Regler (Gleichung (363))
des Profil-Ruder-Systems am ursprünglichen Flatterpunkt bei der Anströmungsge-
schwindigkeit  = 298.70*(2π)[m/s] für inkompressible Strömung dar.
Tabelle 10 gibt die vorgegebenen Eigenwerte λ der Systemmatrix mit Regler (Glei-
chung (363)) und den Rückführungsvektor k nach der ACKERMANN’schen Formel
[17] für den ZVR-Regler zwecks Flatterunterdrückung des Profil-Ruder-Systems am
ursprünglichen Flatterpunkt bei der Anströmungsgeschwindigkeit  =
298.70*(2π)[m/s]  für inkompressible Strömungen an.
Ein ZVR-Regler zum Zweck der Flatterunterdrückung des Profil-Ruder-Systems für
Null Steuereingaben mit beliebigem Anfangswert x(t=0) wurde in diesem Abschnitt
ausgelegt.
Auf den ZVR-Regler für Steuereingaben ungleich Null, wie ein Doppelausschlag des
Ruders, wird im Abschnitt 6.2.3 eingegangen.
6.2.2  Bode Frequenzantwort des Profil-Ruder-Systems am Flatterpunkt
In diesem Abschnitt wird das Profil-Ruder-System am Flatterpunkt mit und ohne ZVR-
Regler analysiert. Die typische Eigenwertverteilung am Flatterpunkt des Systems wird
gezeigt. Die Frequenzantworten des Systems mit und ohne ZVR-Regler werden für
Senkungs-, Torsions- und Ruderausschlagbewegung auf die Ruderdrehung anhand des
Bode-Diagramms durchgeführt. 
Die Bode-Frequenzantwort analysiert das Zustandsgleichungsystem des Profil-Ruder-
Systems mit drei Freiheitsgeraden mit einer Eingabe uT = [0 0 δ] und drei Ausgabe-
größen yT = [h/b, α, δ].
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112Für den Flatterpunkt sind die Systemmatrizen F, Gl , H, Dl in Tabelle 7 ebenso wie die
Eigenwerte der Systemmatrix F angegeben. Das System sei an der Stabilitätsgrenze.
Dann hat dieses offene System einen Eigenwert, dessen Realteil gleich Null ist. Die
Anströmungsgeschwindigkeit ist am Flatterpunkt  = 298.70*(2π)[m/s] in der
inkompressiblen Strömung. Das System mit Regler ist bei dieser Anströmungsge-
schwindigkeit stabil geworden.
Abbildung 54 zeigt die Eigenwertverteilung der Systemmatrix F ohne Regler (Glei-
chung (336)) und mit Regler (Gleichung (363)) des Profil-Ruder-Systems am
ursprünglichen Flatterpunkt. Ein Eigenwertepaar der Systemmatrix F ohne Regler liegt
auf der imaginären Achse, dies deutet auf das Auftreten des Flatterphänomens hin. Die
gewünschten Eigenwerte des Systems mit dem ZVR-Regler liegen dagegen alle in der
negativen, stabilen Ebene.
Abbildung 55 zeigt die Bode-Frequenzantwort der Schlagbewegung h des Profil-
Ruder-Systems ohne und mit Regler am ursprünglichen Flatterpunkt in Amplitude und
Phase der jeweiligen Ausgabegröße auf eine Anregung der Ruderdrehung in Abhän-
gigkeit von der Frequenz. Abbildung 56 zeigt die Bode-Frequenzantwort der Torsion
des Profil-Ruder-Systems ohne und mit Regler am ursprünglichen Flatterpunkt in
Amplitude und Phase auf eine Anregung der Ruderdrehung in Abhängigkeit von der
Kreisfrequenz. In diesen beiden Bildern tritt die erste Amplitudenspitze ohne Regler
bei der Kreisfrequenz von etwa 70 [rad/s] auf. Dabei zeigt sich das Zusammenlaufen
der Schlag- und Torsionsfrequenzen. Die Eigenkreisfrequenzen der zugeordneten 1-
Freiheitsgradsysteme (s. Abschnitte 5.1) liegen jeweils bei 50 [rad/s] und 100 [rad/s].
Die zweite Amplitudenspitze tritt ohne Regler in etwa bei der Kreisfrequenz 320 [rad/
s] auf und liegt damit, wie zu erwarten ist, in der Nähe der Ruderdrehungseigenkreis-
frequenz bei Wegnahme der Senk- und Anstellfreiheitsgrade. Bei den maximalen
Amplituden treten auch Phasensprünge auf. Für das System mit ZVR-Regler ver-
schwinden die Amplitudenspitzen bei den Kreisfrequenzen von etwa 70 [rad/s] und
etwa 320 [rad/s] vollständig.
Abbildung 57 zeigt die Frequenzantwort der Ruderdrehbewegung des Systems bei
Anregung durch Ruderausschlag. Dort sieht man ebenfalls deutlich, dass der ZVR-
Regler die lokalen Amplitudenmaxima der Ruderdrehbewegung bei den Kreisfrequen-
zen von etwa 70 [rad/s] und etwa 320 [rad/s] mindert. 
Die typischen Eigenwertverteilung des Systems am Flatterpunkt wurden gezeigt. Die
Frequenzantwort der jeweiligen Ausgabegrößen h, α und δ infolge der Ruderaus-
schlagsanregung des Systems am Flatterpunkt mit und ohne ZVR-Regler wurden im
Bode-Diagramm gezeigt.
6.2.3  Ermittlung der Antworten der Bewegungszustände und instationären 
Aerodynamik des Systems mit ZVR-Regler auf einen nichtlinearen 
Doppelwinkelausschlag  im Zeitbereich
In diesem Abschnitt wird die Antwort des aeroservoelastischen Profil-Ruder-Systems
mit ZVR-Regler am Flatterpunkt auf den nichtlinearen Doppelausschlag als Eingangs-
größe im Zeitbereich simuliert. Die Ausgangsgrößen sind die Antworten der Bewe-
gungszustände und der instationären aerodynamischen Beiwerte. Die Steuergrößen
sind der nichtlineare zeitvariable Doppelausschlag des Ruders oder des Anstellwinkels. 
U∞
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 ,
wobei = t/TD und TD eine charakteristische Zeit gleich 15 ist, mit ,
ist das System mit ZVR-Regler immer noch stabil, aber die Zustandsgröße x konver-
giert nicht mehr zu Null, anders als bei dem System ohne Regler. Es handelt sich nun
um eine ZVR-Reglerauslegung für Steuereingaben ungleich Null. 
Abbildung 58 zeigt die Bewegungsantwort des Profil-Ruder-Systems auf den Doppel-
ausschlag des Ruders am Flatterpunkt ohne Regler. Abbildung 59 gibt die Luftkräf-
teantwort des Profil-Ruder-Systems auf den Doppelausschlag des Ruders am
Flatterpunkt ohne Regler wieder, während Abbildung 60 die Antwort auf den Doppel-
ausschlag des Anstellwinkels zeigt. Die Antwortkurven schwingen harmonisch am
Flatterpunkt (Abbildung 58-Abbildung 60).
Abbildung 61 zeigt die Bewegungsantwort des Profil-Ruder-Systems auf den Doppel-
ausschlag des Ruders am ursprünglichen Flatterpunkt mit ZVR-Regler. Abbildung 62
enthält analog dazu die Luftkräfteantwort des Profil-Ruder-Systems auf den Doppel-
ausschlag des Ruders am ursprünglichen Flatterpunkt mit ZVR-Regler. Abbildung 63
zeigt in ebenfalls analoger Weise die Luftkräfteantwort des Profil-Ruder-Systems auf
den Doppelausschlag des Anstellwinkels am ursprünglichen Flatterpunkt mit ZVR-
Regler. Die Antwortschwingungen am ursprünglichen Flatterpunkt klingen ab (Abbil-
dung 61-Abbildung 63).
In diesem Abschnitt wurden die Antwort des aeroservoelastischen Profil-Ruder-
Systems mit ZVR-Regler am Flatterpunkt hinsichtlich der aerodynamischen Beiwerte
und der Systemzustände auf die beliebigen Steuergröße wie Doublet-Ruder- und Dou-
blet-Anstellwinkelausschlag im Zeitbereich simuliert. Die Funktionalität eines solchen
Modells wurde dadurch vorgestellt.
Ferner wurden in diesem Kapitel zwei weitere Anwendungsbeispiele des integrierten
aeroservoelatischen Modells für das Profil-Ruder-Auftriebssystem im Zustandsraum
aufgezeigt. Der ausgelegte Zustandsvektor-Rückführungsregler (ZVR-Regler) erlaubt
die aktive Flatterunterdrückung im Zeitbereich. Die Systemantworten der instationären
Aerodynamik und der Systemzustände wurden anhand des aeroelastischen Modells mit
und ohne ZVR-Regler auf den Doppelausschlag des Ruders und den Doppelausschlag
des Anstellwinkels im Zeitbereich simuliert.
u t( )T 0 0 δ t( ) 0 0 23.34 τ˜ τ˜ 1–( )( )2 2πτ˜( )sin( )= =
τ˜ τ˜ 1 δ τ˜( ),> 0=
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7.0  Zusammenfassung und Ausblick
7.1  Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde ein aeroservoelastisches Modell für ein Profil-Ruder-System
mit drei Freiheitsgraden im Zeitbereich gebildet, um einen Regler zur aktiven Flatter-
unterdrückung auszulegen. Die Antworten der instationären Aerodynamik sowie der
Systemzustände nach je einem nichtlinearen, zeitvariablen Doppelausschlag des
Ruders und des Anstellwinkels wurden berechnet. 
Das ’Indicial Concept’ ermöglicht die integrierte aeroservoelastische Modellierung im
Zeitbereich. Mittels ’Indicial Functions’ wurde die instationäre Aerodynamik in
inkompressibler und kompressibler Strömung im Zeitbereich für beliebige Bewegun-
gen approximiert.  
Dazu wurden folgende Arbeiten durchgeführt:
Aus der linearisierten Potentialtheorie der instationären Aerodynamik wurden die aero-
dynamischen Kräfte und Momente in der Integralform abgeleitet. Die Validierungen
der ’Indicial Functions’ wurden für inkompressible und kompressible Strömung im
Frequenzbereich und im Zeitbereich durchgeführt. Das Auftriebssystem bei beliebiger
Bewegung bezüglich des Anstellwinkels, der Nickbewegung und der Ruderausschlags-
rate wurden unter Anwendung des DUHAMEL-Superpositionsintegrals ermittelt. Die
Übertragungsfunktion des Auftriebssystems wurde unter Anwendung der LAPLACE-
Transformation abgeleitet. Die Zustandsgleichungen des Systems für  instationäre
Aerodynamik bei inkompressibler und kompressibler Strömung wurden aufgestellt.
Gemäß den LAGRANGE’schen Gleichungen 2. Art wurden die Differentialgleichun-
gen der Bewegung des Profil-Ruder-Auftriebssystems formuliert und mit den aerody-
namischen Gleichungen zu einem aeroelastischen System kombiniert. Die Validierung
des aeroelastischen Modells wurde durch den Vergleich der Flattergeschwindigkeiten
nach dem Wurzelortskurvenverfahren gemäß U-g-Methode sowie nach p-k-Methode
und g-Methode aus der Literatur durchgeführt. 
Zu den wichtigsten Ergebnissen dieser Arbeit zählen drei neue Formeln, die als Appro-
ximationsansatz der instationären Aerodynamik für inkompressible und kompressible
Strömungen anzusehen sind. 
Bei der Validierung der ’Indicial Function’ (Approximation der WAGNER-Funktion)
in inkompressibler Strömung  wurde eine neue, bessere Konstante für die Approxima-
tion gefunden. Die ’Indicial Function’ wurde mit den verschiedenen Konstanten im
Approximationsansatz in die LAPLACE-Ebene transformiert und mit der exakten
Form der THEODORSEN-Funktion verglichen. Im Vergleich mit den anderen Appro-
ximationsansätzen liefert dieser neue Approximationansatz insbesondere bessere Ima-
ginär-Anteile des ’Indicial’ Auftriebs. Dieser Vorteil erlaubt eine genauere Vorhersage
des Flatterpunktes.
116Die zwei anderen Formeln beziehen sich auf neue Zeitkonstanten für Approximationen
bei kompressibler Strömung,  KαM und KαΜ1/4, die  für die zirkulationsfreien ’Indicial’
Momente jeweils bezüglich der elastischen Achse und der 1/4-Profiltiefe stehen. Die
expliziten  Anfangs- und Endwerte der ’Indicial Response’ nach LOMAX wurden
dabei benutzt. Den Konstanten bezüglich der elastischen Achse kann eine wichtige
Rolle in der aeroelastischen Modellierung zugeordnet werden. 
Die durch diese Arbeit erzielten Fortschritte bestehen darin, dass für die instationäre Ae-
rodynamik auf Grund von nicht harmonischen Steuergrößen oder Störungen im Zeitbe-
reich sehr schnell die wesentlichen Effekte berechnet werden können. Damit kann man
die Flexiblität des Auftriebssystems in dem aerodynamischen System und den Regel-
kreis bzw. das flugmechanische System in einem integrierten Modell betrachten. 
7.2  Ausblick
Für die aerodynamische Modellierung des Profil-Ruder-Systems wurde die lineari-
sierte Potentialgleichung angesetzt, da die geschlossene Modellierung der Strukturant-
wort auf Störungen in der Strömung und die stabilisierende Reglerauslegung den
Schwerpunkt der Arbeit bilden. Es ist natürlich zu erwarten, dass die Annahmen der
Reibungsfreiheit, der Drehungsfreiheit und mit zunehmender Machzahl der Linearität,
insbesondere für die schallnahe Strömung, nicht mehr zu rechtfertigen sind und unphy-
sikalische Lösungen resultieren. Eine erste Erweiterung könnte darin bestehen, dass
anstelle der linearisierten Potentialgleichung EULER-Grenzschicht-Verfahren zum
Einsatz kommen, mit denen die ’Viscous-Inviscid Interaction’ erfasst würde. Eine
zweite Erweiterung könnte darin bestehen, NAVIER-STOKES-Lösungen für die trans-
sonische Strömung zu berechnen. Durch beide Erweiterungen wäre auch die Betrach-
tung von dreidimensionalen Konfigurationen möglich, wodurch weitere Effekte wie
zum Beispiel die Querströmung und die Umströmung der Profilenden erfasst werden
könnten.
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8.0  Anhang
8.1  Geschwindigkeitspotential für das typische Profil-Ruder-System, 
dessen Integrale und deren Konstanten
In diesem Anhang werden das Geschwindigkeitspotential und dessen Integrale mit den
geometrischen Konstanten (THEODORSEN’schen T-Funktionen) für die lineare
Potentialtheorie der Unterschallströmung inkompressibler reibungsfreier Fluide
beschrieben [46].
Das Geschwindigkeitspotential in der linearen Potentialgleichung für das typische Pro-
fil-Ruder-System kann in folgender Form ausgedrückt werden:
, (365)
, (366)
, (367)
, (368)
, (369)
wobei . (370)
Die Integrale lauten:                   
, ,         (371)
, , (372)
, ,     (373)
, ,       (374)
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mit den geometrischen Konstanten:
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Die Hilfsfunktionen T1 bis T13 stehen in unmittelbarem Zusammenhang mit den ent-
sprechenden von H. G. KÜSSNER [23] angegebenen  -Funktionen. Während die
Hilfsfunktionen T1 bis T14 in [46] angegeben sind, erweisen sich weitere Hilfsfunktio-
nen als nützlich:
, (395)
, (396)
, (397)
, (398)
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, (402)
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1208.2  ’Indicial Lift’ und ’Indicial Moment’ zum Zeitpunkt t = 0 bei 
einer Sprunganregung des Anstellwinkels und der 
Nickgeschwindigkeit
In diesem Anhang werden der anfängliche Auftrieb und die Momentenbeiwertantwort
auf die Sprunganregung des Anstellwinkels und der Nickgeschwindigkeit beschrieben. 
Von einem allgemeinen Ergebnis für den Auftriebsbeiwert ausgehend kann für alle
Profilformen der Tragfläche und alle MACH-Zahlen der Auftrieb bestimmt werden. Es
gilt für den anfänglichen Auftriebsbeiwert zum Zeitpunkt t = 0 bei einer Sprunganre-
gung des Anstellwinkels NEWTON’s zweites Gesetz nach Lomax [32] :
(407)
oder äquivalent
. (408)
Von diesem anfänglichen Auftriebsbeiwert ausgehend wird der zirkulationsfreie Anteil
des Auftriebs exponentiell abklingen. Eine Multiplikation des anfänglichen Auftriebs-
beiwerts mit dem zirkulationsfreien Anteil der ’Indicial Function’ bildet den raschen
Abklingvorgang des zirkulationsfreien anfänglichen Auftriebs ab. 
Für die übrigen Sprunganregungen sind der anfängliche Auftrieb und die Momente
analog zum Anstellwinkel durch folgende Gleichungen [26] gegeben: 
 , (409)
, (410)
. (411)
Somit wurden die allgemeinen Anfangswerte des ’Indicial Lift’ und ’Indicial Moment’
infolge der Anstellwinkel- und Nickgeschwindigkeits-Sprunganregung zum Zeitpunkt 
t = 0 beschrieben.
8.3  Bestimmung der Zeitkonstanten der zirkulationsfreien ’Indicial 
Function’
In diesem Anhang werden die zirkulationsfreien ’Indicial Funktions’ in kompressibler
Strömung (siehe Abschnitt 4.2.2) behandelt. Die Zeitkonstanten der ’Indicial’ Funktio-
nen werden anhand der expliziten Anfangsbedingungen bestimmt. Dabei werden zwei
neue Zeitkonstanten für das zirkulationsfreie ’Indicial Moment’ bezüglich 1/4-Profil-
tiefe und der elastischen Achse abgeleitet. 
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121Für die kompressible Unterschallströmung sind der totale sogenannte ’Initial Indicial
Lift’ und das Moment um die Profilnase für den Anfangszeitraum
 in den folgenden Gleichungen nach Lomax [32] zusammen-
gefasst:
, (412)
, (413)
, (414)
.
(415)
wobei die Nickgeschwindigkeit  mit dem Bahnwinkel 
definiert ist, und die Nickgeschwindigkeit und das Moment bezüglich der Vorderkante
des Profils mit dem Hochindex  gekennzeichnet sind.  
Die Transformation vom Nasenpunkt auf die 3/4-Flügeltiefe lautet   
,              (416)
.
Die ’Indicial Lift Response’ auf eine Sprunganregung des Anstellwinkels und der
Nickgeschwindigkeit ist nach dem ’Indicial Concept’ gemäß [4]:
, (417)
wobei 
: die dimensionslose Zeit multipliziert mit dem Quadrat der 
   PRANDTL- Zahl;
: die PRANDTL-Zahl;
: die dimensionslose Zeit (der Abstand des Nachlaufs zum Profil, 
  dividiert durch die halbe Profiltiefe);
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122:der Auftriebsanstieg der ebenen Platte in kompressibler 
  Unterschallströmung;
: Sprunganregung des Anstellwinkels (in [rad]) bei 3/4-Flügeltiefe;
: Sprunganregung der dimensionslosen Nickgeschwindigkeit bezogen auf 
  3/4-Flügeltiefe ;
: zirkulationsbedingte ’Indicial Function’ für den Auftrieb in Gleichung 
(131)
                           und 
  ,  ;
: zirkulationsfreie (Impulsive) ’Indicial Function’ für den Auftrieb  
                            , ;
: zirkulationsfreie (impulsive)  ’Indicial Function’ für den Auftrieb bei 
  Schlagbewegung 
                             , .
• Zeitkonstante des  Auftriebsbeiwerts  
Um das Produkt  herzuleiten, benutzt man den expliziten ’Initial Response’ des
Auftriebsbeiwerts CN. Die Ableitungen des Auftriebsbeiwerts nach der Zeit aus der
Gleichung (414) ergibt
. (418)
Die Ableitung des Auftriebsbeiwerts nach der skalierten dimensionslosen Zeit
 ist 
. (419)
Impulsive und zirkulationsbedingte Anteile bilden den gesamten Auftriebsbeiwert  
CN
α M∞( ) 2πβ-----=
α3/4
q3/4
 θ  
· 2b
U∞
------------ α· 2b
U∞
---------= =
φα c β 2S( )
φα c β 2S( ) 1 A3e b3β–
 2S
– A4e
b4β–  2S–=
φα c 0( ) 0= φα c ∞( ) 0=
φα nc β 2S( )
φα nc β 2S( ) e
1–
KαTI
-----------β 2S
= φα nc 0( ) 1=
φq nc β 2S( )
φq nc β 2S( ) e
1–
KqTI
---------- β 2S
= φq nc 0( ) 1=
Kα
KαTI
Sd
dCN 4– α3/4
M∞
----------------
1 M∞–
2M∞
-----------------=
S’ β 2S=
S  'd
dCN 4– α3/4
M∞
---------------- 1
2M∞ 1 M∞+( )
----------------------------------=
123, (420)
für die Ableitung des ’Indicial’ Auftriebsbeiwerts der Gleichung (417) folgt 
, (421)
. (422)
Vergleich der Gleichung (419) mit den Gleichungen (159), (171) im Zusammenhang
mit Gleichung (173) bei der Anfangszeit t = 0 ( ) ergibt
, (423)
. (424)
Definiert man 
, (425)
mit der Gleichung (169)                                                       
wird die Zeitkonstante aus den Gleichungen (424) und (425) hergeleitet: 
                                  .                                      (426)
Die zirkulationsfreie ’Indicial Function’ ist daher:  
, (427)
der -Faktor vor der dimensionslosen Zeit S tritt jedoch nur auf, um formelle Analo-
gie  zur zirkulationsbedingten ’Indicial Function’ herzustellen.
• Zeitkonstante des Momentenbeiwerts um die elastische Achse 
Analog zur Herleitung der Zeitkonstante des Moments um die elastische Achse  sind
folgende Schritte durchzuführen. Die elastische Achse liegt hinter der Profilnase an der
Stelle b(1+a). Die Ableitung des Momentenbeiwerts nach der skalierten dimensionslo-
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124sen Zeit  setzt sich wiederum aus dem impulsiven und dem zirkulationsbe-
dingten Anteil zusammen 
. (428)
Zur Erinnerung sind die ’Indicial Functions’ für zirkulationsbedingte und zirkulations-
freie Momente um den Profilmittelpunkt  gemäß Gleichungen (130), (132) und
(143) noch einmal aufgeführt:
Gleichung (130):             ,
Gleichung (132)               ,                               
Gleichung (143)               .                              
Die Ableitung nach der dimensionslosen Zeit nach (413) lautet dann
. (429)
Die Ableitung des impulsiven Momentenbeiwerts aus der Gleichung (172) und (143)
nach der Zeit S’ ist
. (430)
Die Ableitung des zirkulationsbedingten Momentenbeiwerts nach der Zeit S’ aus der
Gleichung (156) und der ’Indicial Function’ in Gleichung (132) mit (130) liefert
. (431)
Vergleich der Gleichungen (429), (430) und (431) im Zusammenhang mit (428) für die
Anfangszeit t = 0 ( ) ergibt folgende Ableitungen:
, (432)
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. (433)
Die Zeitkonstante  bezüglich der elastischen Achse a wird aus Gleichung (433)
durch Einsetzen der  und  in folgende Gleichungen
hergeleitet: 
 .                               (434)
Für die 1/4-Flügeltiefe als Bezugsdrehachse (a = -1/2) ist die Zeitkonstante aus Glei-
chung (434) 
. (435)
Wie in Abschnitt 4.2.2 bereits erwähnt, entspricht die Zeitkonstante des ’Indicial’
Moments KαΜ1/4 nicht der Literaturangabe [27] und die Zeitkonstante des ’Indicial’
Moments KαΜ bezüglich der elastischen Achse wurde in dieser Arbeit neu abgeleitet.
Mit den Gleichungen (412) - (415) sowie dem Anhang 8.4 kann man die restlichen
Konstanten ganz analog ableiten. 
Die Zeitkonstanten für die ’Indicial Functions’ der zirkulationsfreien Anteile sind in
den nachfolgenden Formeln zusammengefasst:
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(Gleichung (149))    ,
(Gleichung (150))    ,
, (439)
, (440)
, (441)
, (442)
, (443)
. (444)
wobei die Zeitkonstante KαΜ (Gleichung (149)) des ’Indicial Moments’
 bezüglich der elastischen Achse in dieser Arbeit neu entstanden ist
(siehe die Ableitungen zu Beginn des Anhangs) und die Zeitkonstante KαΜ1/4 (Glei-
chung (150)) des ’Indicial’ Moments  bezüglich der 1/4-Profiltiefe
anders als die aus der Literatur [27] ist. Wieder ist  die MACH-Zahl und a die Defi-
nition der Position der elastischen Achse (die Drehbezugsposition hinter der Mitte der
Flügeltiefenachse - in Strömungsrichtung positiv). 
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1278.4  ’Indicial Lift’ und ’Indicial Moments’ infolge der sprungförmigen 
Anregung des Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate in 
kompressibler Unterschallströmung im Anfangszeitraum 
In diesem Anhang werden der ’Indicial Lift’ und die ’Indicial Moments’ infolge einer
sprungförmigen Anregung des Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate im
Anfangszeitraum  dargestellt.
Die ’Indicial Response’ im Anfangszeitraum  nach einer
Sprunganregung des Ruderausschlags bezüglich des Ruderdrehpunktes,  und ,
sind in Anhang 8.4 angegeben [29].
Der ’Indicial Lift’ und die Momentenantwort bei der Sprunganregung des Ruderaus-
schlags bezüglich des Ruderdrehpunktes  und der Ruderdrehrate  kann man für
den Anfangszeitraum mittels der Piston-Theorie für Unterschallströmungen explizit
ableiten. Der ’Indicial Lift’ und das Moment sowie das Rudermoment für den
Anfangszeitraum  sind in den folgenden Formeln zusammen-
gefasst [29]:
, (445)
, (446)
, (447)
, (448)
, (449)
. (450)
8.5  Summation zum gesamten ’Indicial’ Auftrieb und den Momenten 
in kompressibler Strömung 
Der ’Indicial’ Auftrieb und die ’Indicial’ Momente werden in diesem Anhang aus den
zirkulationsfreien und zirkulationsbedingten Anteilen in der kompressiblen Strömung
bezüglich der jeweiligen Anregung aufsummiert. 
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128Für den ’Indicial’ Auftrieb und das Moment bezüglich der elastischen Achse bei der
Sprunganregung der vertikalen translatorischen Geschwindigkeit gilt
, (451)
, (452)
. (453)
Die Bestimmung der Unbekannten  und  erfolgt nicht im
Rahmen dieser Arbeit, sondern wäre im Rahmen weiterführender Arbeiten möglich. 
Um den MACH-Zahl-Effekt auf das Antwortverhalten des Auftriebsbeiwerts zu unter-
suchen, zeigt Abbildung 63 das Verhalten von CN auf eine sprungförmige Anstellwin-
kelanregung für die MACH-Zahlen  = 0.2, 0.4, 0.6 und 0.8 im Vergleich mit der
WAGNER-Funktion für inkompressible Strömungen  = 0. In Abbildung 63 erkennt
man, dass mit zunehmender MACH-Zahl der Anfangswert des Auftriebs, der stark
vom zirkulationsfreien Anteil abhängig ist, immer niedriger wird, während der statio-
näre Auftrieb, der vom zirkulationsbedingten Anteil abhängig ist, eine geringe Erhö-
hung zeigt.
Für die Nickgeschwindigkeit ist der ’Indicial’ Auftrieb und das Moment bezüglich der
elastischen Achse aus Gleichung (136)   
, (454)
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Der Ruderausschlag ruft die instationären Luftkräfte hervor. Das Moment bezieht sich
auf die elastische Achse. Die Luftkräfte  gehen aus den
Gleichungen (241), (229), (243), (165), (245), (169), (176), (230), (178), (166), (246)
und (170) hervor:
, (457)
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, (460)
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Wenn die Bezugsachse des Moments der aerodynamische Neutralpunkt (1/4-Profil-
tiefe) ist, setzt man a = -1/2 und  in die Gleichungen (243), (167), (178)
und  (166) ein, und erhält  
, (463)
 
. (464)
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1318.6  Auftriebssystem bei beliebiger Bewegung in kompressibler 
Strömung
In diesem Anhang werden die Luftkräfte bezüglich beliebiger Anregungen des Anstell-
winkels (wie im Abschnitt 4.4.2), der Nickgeschwindigkeit, des Ruderausschlags und
der Ruderausschlagsrate unter der Anwendung des DUHAMEL-Superpositionsinte-
grals für zirkulationsbedingte und zirkulationsfreie Anteile zusammen dargestellt:
(Gleichung (195)):   ,
(Gleichung (196)): 
 ,
, (465)
, (466)
, (467)
, (468)
,
.
• Momentenfunktion um die elastische Achse M c(t) und M nc(t)
Anhand der drei ’Indicial Functions’  in den Gleichungen (132)-(134)
und der vier ’Indicial Functions’  in den Gleichungen (143)-(146)
können die zirkulationsbedingten und zirkulationsfreien Momentenfunktionen M c(t)
und M nc(t) um die elastische Achse bezüglich beliebigen Anregungen des Anstellwin-
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132kels, der Nickgeschwindigkeit, des Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate
durch das DUHAMEL-Superpositionsintegral ermittelt werden:
(Gleichung (197)):
      ,
(Gleichung (198)):
 ,
, (469)
, (470)
,
(471)
,
(472)
,
.
• Rudermomentenfunktion um die Ruderdrehachse H c(t) und H nc(t)
Die Rudermomentenfunktionen H c(t) und H nc(t) um die Ruderdrehachse für zirkulati-
onsbedingte und zirkulationsfreie Anteile werden ebenfalls anhand der ’Indicial
Functions’  in den Gleichungen (134), (147) und (148) bezüglich belie-
biger Anregung des Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate durch das DUHA-
MEL-Superpositionsintegral ermittelt:
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,(Gleichung (199)):
(Gleichung (200)):
,
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In diesem Anhang wurden die Luftkräfte und Momente um die elastische Achse
infolge beliebiger Anregungen des Anstellwinkels, der Nickgeschwindigkeit, des
Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate für die zirkulationsbedingten und zirku-
lationsfreien Anteile unter der Anwendung des DUHAMEL-Integrals abgeleitet. Das
Rudermoment um die Ruderachse infolge eines Ruderausschlags und eine Ruderaus-
schlagsrate wurde ebenfalls bestimmt.
8.7  Übertragungsfunktion des Momentensystems in kompressibler 
Strömung
In diesem Abschnitt werden die Übertragungsfunktionen für das Moment mit Bezug
auf die elastische Achse und das Rudermoment nach einer beliebigen Anregung analog
zur Auftriebsübertragungsfunktion im Abschnitt 4.4.3 hergeleitet. 
Die Übertragungsfunktion der zirkulationsbedingten Momente mit Bezug auf die ela-
stische Achse, hervorgerufen durch eine beliebige vertikale translatorische Bewegung
sowie Nickgeschwindigkeit w(s), folgt aus den Gleichungen (197), (214) und aus den
’Indicial Functions’ der Gleichungen (132) bzw. (131) und (133) mit den Anfangsbe-
dingungen in kompressibler Strömung  , .
Die Übertragungsfunktion lautet:
, (475)
, (476)
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134wobei  und .
Die Übertragungsfunktionen für die zirkulationsfreien Momente aus den ’Indicial
Functions’ der Gleichungen (143) und (144) bei einer beliebigen vertikalen translatori-
schen Bewegung sowie Nickgeschwindigkeit w(s) mit den Anfangsbedingungen
 resultieren aus den Gleichungen (213)/(172) und (215)/(174)
und führen zu den folgenden Gleichungen:
, (477)
wobei  ist,
und 
    
(478)
mit .   
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsbedingten Moments mit Bezug auf die ela-
stische Achse bei einem Ruderausschlag  wird aus den Gleichungen (216), (165) und
(134) abgeleitet:
 (479)
wobei  und .
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsbedingten Moments mit Bezug auf die ela-
stische Achse bei einer Ruderausschlagsrate  ergibt sich aus Gleichungen (166) und
(138) bzw. (134) und lautet
 . (480)
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135Die Übertragungsfunktion des zirkulationsfreien Moments bei einem Ruderausschlag
 bekommt man aus den Gleichungen (177) und (145): 
 (481)
mit .
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsfreien Moments bei einer Ruderausschlags-
rate  folgt aus den Gleichungen (178) und (146): 
 (482)
mit .
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsbedingten Rudermoments bei einem Ruder-
ausschlag  ergibt sich mit Gleichung (138) bzw. (134) zu
 (483)
wobei  und .
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsfreien Rudermoments bei einem Ruderaus-
schlag  folgt aus den Gleichungen (179) und (147) zu
 (484)
mit .
Die Übertragungsfunktion des zirkulationsbedingten Rudermoments mit Bezug auf
den Ruderdrehpunkt bei einer Ruderausschlagsrate  folgt aus den Gleichungen (170)
und  (138) bzw. (134) und ist
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Die Übertragungsfunktion des zirkulationsfreien Rudermoments mit Bezug auf den
Ruderdrehpunkt bei einer Ruderausschlagsrate  ergibt sich aus den Gleichungen
(180) und (148). Sie lautet 
 (486)
mit .
In diesem Abschnitt wurden die Übertragungsfunktionen für das Moment mit Bezug
auf die elastische Achse nach einer beliebigen Anregung des Anstellwinkels, der Nick-
geschwindigkeit, des Ruderausschlags und der Ruderausschlagsrate für zirkulationsbe-
dingte und zirkulationsfreie Anteile hergeleitet. Die Übertragungsfunktion des
Rudermoments um die Ruderdrehachse infolge einer beliebigen Anregung des Ruder-
ausschlags und der Ruderausschlagsrate für zirkulationsbedingte und zirkulationsfreie
Anteile wurde ebenfalls angegeben.  
8.8  Zustandsgleichung der instationären Aerodynamik in 
kompressibler Strömung
In diesem Anhang werden die Zustandsgleichungen für den Momentenbeiwert in
Bezug auf die elastische Achse und den Rudermomentenbeiwert um die Ruderdreh-
achse bei einer beliebigen Anregung analog zum Auftriebsbeiwert in Abschnitt 4.5
hergeleitet.
Die Zustandsgleichung für das zirkulationsbedingte Moment um die elastische Achse
bei einer Anstellwinkelanregung ist auch analog aus der Übertragungsfunktion in Glei-
chung (475) zu formulieren als
.
(487)
Die Zustandsgleichung für das zirkulationsfreie Moment um die elastische Achse bei
der Anstellwinkelanregung lässt sich mit der Übertragungsfunktion in Gleichung (477)
in folgender Form ermitteln
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Hδ  ·
 nc s( )
w s( )-----------------
1 c–( )3
6M∞
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K
Iδ  · Hs
K
Iδ · H s 1+
--------------------------=
K
Iδ · H
bKδ  · HTI
β 2U∞
--------------------
⎝ ⎠⎜ ⎟
⎛ ⎞
=
CMα
 c t( ) PαM
 c t( )
ρ∞bU∞2
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U∞
b
-------⎝ ⎠⎛ ⎞ β
 21
2
-- 1
2
-- a+⎝ ⎠⎛ ⎞ A3b3    A4b4( )
x˜1
x˜2
c51 c52
x˜1
x˜2
= = =
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, (488)
. (489)
Die Größen  sind die zusätzlichen Zustandsgrößen für die ’Indicial Function’
 mit der Anfangsbedingung . 
Die Zustandsgleichung für das zirkulationsbedingte Moment um die elastische Achse
bei der Nickgeschwindigkeitsanregung lässt sich ebenfalls mit der Übertragungsfunk-
tion in Gleichung (476) in folgender Form ermitteln 
, (490)
                   
. (491)
Die Größe  ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Functions’  mit
der Anfangsbedingung . 
Die Zustandsgleichung für den zirkulationsfreien Momentenbeiwert bei der Nickge-
schwindigkeitsanregung lässt sich mit der Übertragungsfunktion aus Gleichung (478)
in folgender Form ermitteln
 ,
(492)
x˜7
x˜8
· 0 1
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Die Größe  ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Functions’  mit
der Anfangsbedingung . 
Die Zustandsgleichung für das zirkulationsbedingte Moment um die elastische Achse
bei der Ruderausschlagsanregung lässt sich mit der Übertragungsfunktion in Gleichung
(479)  in folgender Form ermitteln
, (494)
. (495)
Die Größe  ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Functions’  mit
der Anfangsbedingung .
Die Zustandsgleichung für das zirkulationsfreie Moment um die elastische Achse bei
der Ruderausschlagsanregung lässt sich mit der Übertragungsfunktion in Gleichung
(481) gemäß folgenden Gleichungen ermitteln
 , (496)
(497)
Die Größe   ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Functions’  mit
der Anfangsbedingung .
Die Zustandsgleichung für das zirkulationsbedingte Moment um die elastische Achse
bei der Ruderausschlagsrateanregung lässt sich mit der Übertragungsfunktion in Glei-
chung (480) in folgender Form darstellen
. (498)
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139Die ’Indicial Function’ hat die Anfangsbedingungen . 
Die Zustandsgleichung für den zirkulationsfreien Momentenbeiwert um die elastische
Achse bei der Ruderausschlagsrateanregung lässt sich anhand der Übertragungsfunk-
tion in Gleichung (482) in folgender Form ermitteln
 ,
(499)
.
(500)
Die Größe  ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Function’  mit
der Anfangsbedingung . 
Die Zustandsgleichung für das zirkulationsbedingte Rudermoment um die Ruderdreh-
achse bei der Ruderausschlagsanregung lässt sich mit der Übertragungsfunktion in
Gleichung (483) in folgender Form formulieren
(501)
Die ’Indicial Function’ hat die Anfangsbedingungen .  
Die Zustandsgleichung für das zirkulationsfreie Rudermoment um die Ruderdrehachse
bei der Ruderausschlagsanregung lässt sich mit der Übertragungsfunktion in Gleichung
(484) bestimmen:
 , (502)
.(503)
Die Größe  ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Function’  mit
der Anfangsbedingung .
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140Für die zusätzliche Zustandsgröße  der ’Indicial Function’  kann man
noch die Zustandsgleichung für das zirkulationsbedingte Rudermoment um die Ruder-
drehachse bei der Ruderausschlagsrateanregung herleiten. Aus der Übertragungsfunk-
tion in Gleichung (485) folgt 
. (504)
Die ’Indicial Function’ hat die Anfangsbedingungen .
Analog findet man die Zustandsgleichung und das zirkulationsfreie Rudermoment um
die Ruderdrehachse bei der Ruderausschlagsrateanregung mit Hilfe der Übertragungs-
funktion in Gleichung (486) in folgender Form
,
(505)
. (506)
Die Größe  ist die zusätzliche Zustandsgröße für die ’Indicial Function’  mit
der Anfangsbedingung . 
In diesem Anhang wurden die Zustandsgleichungen des Momentenbeiwerts und des
Rudermomentenbeiwerts mit Bezug auf die elastische Achse bzw. die Ruderdrehachse
bei beliebigen Anregungen aus den jeweiligen entsprechenden Übertragungsfunktio-
nen hergeleitet.
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10.0  Tabellen
TABELLE 2. Dimensionslose Stukturparameter des Profil-Ruder-Systems
* Hier liegt die elastische Achse bei 30% Profiltiefe.
TABELLE 1. Dimensionsbehaftete Stukturparameter des Profil-Ruder-Systems
Parameter Einheit
Für C.G.@40% und 
C.G.@20%
m [Kg] 153.93
m_ruder [Kg] 0
b [m] 1
a*b [m] -0.4
c*b [m] 0.6
[Kg m2 rad2/s2] 384825.0
[Kg m2 rad2/s2] 384825.0
[Kg m2 rad2/s2] 86589.0
[Kg m2] 38.4825
[Kg m2] 0.9621
[rad/s] 100
[rad/s] 50
[rad/s] 300
Parameter Einheit C.G.@40% C.G.@20%
[-] 40 40
a [-] -0.4* -0.4*
c [-] 0.6 0.6
[-] 0.2 -0.2
[-] 0.0125 0.0125
[-] 0.25 0.25
[-] 0.00625 0.00625
kh
kαe
kδr
Iα
Iδ
ωα
ωh
ωδ
µ
xA
xδ
rα
2
rδ
2
146TABELLE 3. Dimensionsbehaftete Stukturparameter des 2D Profils HA145A C.G.@45% 
TABELLE 4. Dimensionslose Stukturparameter des 2D Profils HA145A C.G.@45%
Parameter Einheit C.G.@45%
m [slugs] 1.3447
b [ft] 3
a*b [m] -0.6
[lb/ft] 134.47
[ft-lb/rad] 1891.0
[slug-ft22] 3.0256
[rad/s] 25
[rad/s] 10
Parameter Einheit C.G.@45%
[-] 20
a [-] -0.2
c [-] 1.0
[-] 0.1
[-] 0.25
kh
kα
Iα
ωα
ωh
µ
xA
rα
2
147TABELLE 5. Auflistung der ’Indicial Functions’ in inkompressibler Strömung mit den 
entsprechenden Parametern 
’Indicial Function’ 
Parameter 
nach R. T. 
Jones
Parameter 
nach T. S. 
Beddoes
Paramete
r in dieser 
Arbeit
S
U∞ t
b
-----------=
φ S( ) 1 A1e b1S– A2e b2S–––=
A1 .165=
b1 .0455=
A2 .335=
b2 .3=
A1 .37=
b1 .125=
A2 .137=
b2 .605=
φα S M∞ 0=,( ) φα c S M∞,( ) φα nc S M∞,( )+=
φα c S M∞,( ) 1 A3e b3β
 2S–
A4e
b4β 2S–––=
φα nc S M∞ 0=,( ) 1=
A3 .3=
b3 .14=
A4 .7=
b4 .53=
148TABELLE 6. Die ’Indicial’ Auftriebsbeiwerte und Momente bezüglich 1/4-Flügeltiefenachse 
als Antwort auf eine Anstellwinkel- und Nickgeschwindigkeitssprunganregung 
um die 3/4-Flügeltiefenachse - Numerische Ergebnisse zur exponentiellen 
Darstellung von Mazelsky und Drischler [37]
φ (S)
Mach     
b0          
b1         
b2         
b3         
β 1            
β 2             
β3
φ α(S)   
0         
1. 
-0.165 
-0.335  
0         
0.0455  
0.3        
0         
φ α(S)   
0.5    
1.155     
-0.406  
-0.249  
0.773    
0.0754  
0.372     
1.890 
φ α(S)     
0.6  
1.25   
-0.452 
-0.630   
0.893    
0.0646   
0.481   
0.958 
φ α(S)   
0.7      
1.4         
-0.5096   
-0.567    
0.5866    
0.0536    
0.357      
0.902      
φα M(S)  
0.5      
0             
0.0557  
-1.0        
0.6263  
2.555    
3.308    
6.09    
φα M(S)  
0.6      
0             
-0.1        
-1.502  
1.336    
1.035    
4.040    
5.022    
φα M(S) 
0.7      
0              
-0.2425  
0.084     
-0.069    
0.974       
0.668      
0.438      
φ (S)
Mach     
b0          
b1         
b2         
b3          
β 1            
β 2             
β3
φ q(S)    
0.5  
0         
0       
-2.68    
2.362    
0        
4.08     
4.90  
φ q(S)  
0.6  
0         
0       
0       
-.2653  
0        
0       
1.345 
φ q(S)    
0.7   
0       
-.083   
-0.293    
.149     
.8      
1.565    
2.44 
φq M(S)  
0.5   
-.0721   
-.248     
.522   
-.2879  
1.562    
2.348    
6.605 
φq M(S)  
0.6   
-.0781   
-.077     
.380   
-.2469   
.551    
2.117    
4.138 
φq M(S)  
0.7   
-.0875    
-.00998  
.1079  
-.02920  
.1865   
1.141    
4.04 
TABELLE 7. Die Matrizen F, Gl, H, Dl (Gleichungen (336)-(339)) des aeroelastischen Modells 
im  Zustandsraum (333) - (334) am Flatterpunkt bei der 
Anströmungsgeschwindigkeit U=298.70*(2π)[m/s] für inkompressible Strömung
Matrix 
F
Senk.
h
Torsion
α
Flap
δ
dh/dt dα/dt dδ/
dt
x1 x2
Senk h 0 0 0 1.00 0 0 0 0
Torsio 
α 0 0 0 0
1.000
0 0 0 0
Flap δ 0 0 0 0 0
1.00
0 0 0
dh/dt -2931. -371.0
 -
923.5 -9.52 -10.8 -.98 -11588 -614.
dα/dt 2471. -10639 5547. 12.3 -15.7 -4.9 15043 797.
dδ/dt -1081. 29357
-
110443 -23.6 13.6 -9.8 -28734 -1522
x1
0 0 0 0 0  0  0  1.00
x2
0 298.7 164.2 1.00 0.90 0.1 -1218 -103.
149Matrix 
Gl
Steuergröße 
u
Senk h 0
Torsio 
α 0
Flap δ 0
dh/dt 243.241
dα/dt -8191.037
dδ/dt 112441.285
x1
0
x2
0
Matrix 
H
Senk.
h
Torsion
α
Flap
δ
dh/dt dα/dt dδ/dt x1 x2
Senk h
1.0000
0
0 0 0 0 0 0 0
Torsio 
α
0 1.0000 0 0 0 0 0 0
Flap δ 0 0 1.0000 0 0 0 0 0
Matrix 
Dl
Steuergröße 
u
Senk h 0
Torsio 
α 0
Flap δ 1.0000
150TABELLE 8. Die Systemmatrizen A, B, C, D (Gleichungen (238)-(241) der 
Zustandsgleichungen ((234) und (235)) für die Ausgangsgrößen CN, CM und CH , 
Gleichung (237) mit den Eingangsgrößen α, q, δ, dδ /dt, Gleichung (236)) 
A =
  
  -18.3015    0         0        0         0         0        0         0          0         0        0         0          0         0          0
         0  -69.2841    0        0         0         0         0         0          0         0        0         0          0         0          0
         0         0 -131.6864  0         0         0         0         0          0         0        0         0          0         0          0
         0         0         0 -195.2870   0        0         0         0          0         0        0         0          0         0          0
         0         0         0         0 -345.0685   0        0          0          0         0        0         0          0          0          0
         0         0         0         0          0 -458.6834  0         0          0          0        0         0          0          0          0
         0         0         0         0         0         0         0    1.0000      0         0        0         0          0         0          0
         0         0         0         0         0         0 -427.2239  -45.7537 0    0        0          0         0         0          0
         0         0         0         0         0         0         0         0  -65.3624    0        0          0         0         0          0
         0         0         0         0         0         0         0         0         0 -178.8974  0          0         0         0          0
         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0 -196.0871   0         0         0          0
         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0 -377.4048   0         0          0
         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0 -873.9545   0          0
         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0        0 -408.2949    0
         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0         0        0     0  -843.728
 
 
           1     0     0     0
           1     0     0     0
           1     0     0     0
           0     1     0     0
           0     0     1     0
           0     0     0     1
B =     0     0     0     0
           1     0     0     0
           0     1     0     0
           0     1     0     0
           0     0     1     0
           0     0     1     0
           0     0     0     1
           0     0     1     0
           0     0     0     1
 
151                     96.0435       21.5595           0
                  848.3843      190.4425           0
                  -219.4774         0                   0
                  -325.4784         0                   0
                   -46.0091          0                   0
                   -61.1578          0                   0
CT =              0              -712.0399          0
                      0              -70.8092            0
                      0               256.6611          0
                     0              173.9281           0
                            0              150.3926       -8.8823
                      0              176.1223            0
                      0             -409.7875            0
                            0                   0                54.4393
                           0                   0               37.4990
 
 
              6.6667    1.6667    1.3333    0.0013
D =       -1.6667   -0.9722   -0.4667    0.0046
                   0              0       -0.1333   -0.0004
152TABELLE 9. Eigenwerte der Systemmatrix mit ZVR-Regler (Gleichung (363)) des Profil-Ruder-
Systems am ursprünglichen Flatterpunkt bei der Anströmungsgeschwindigkeit 
U=298.70*(2π)[m/s] für inkompressible Strömung (mit Annahme C(ik) = 0.5)
TABELLE 10. Die vorgegebenen Eigenwerte der Systemmatrix mit Regler und der 
Rückführungsfaktor k  des ZVR-Reglers zwecks Flatterunterdrückung 
Eigenmode Eigenwert 
(Realteil)
Eigenwert 
(Imagnärteil)
1. -41.9993 0
2. -40.2540 0
3. -38.4909 0
4. -36.7636 0
5. -34.9911 0
6. -33.2541 0
7. -31.4996 0
8. -29.7500 0
Eigenwert 
Nummer
Vorgegebene 
Eigenwerte 
ZVR-Faktor k
1. -35.0000 -1.5272
2. -31.5000 1.3883
3. -33.2500 -0.9443 
4. -36.7500 0.0014
5. -38.5000 -0.0152
6. -40.2500 0.0002
7. -29.7500 -5.4171
8. -42.0000 -0.2489
λ
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11.0  Bilder
Abbildung 1. Das typische Profil mit Ruderklappe und drei Freiheitsgraden
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154Abbildung 2. Approximationen der WAGNER-Funktion von R. T. Jones [21] und Garrick [14]
S = Uoo t/b
155Abbildung 3.   VON  KÁRMÀN Böen Leistungsspektrum-Dichteverteilung in Abhängigkeit 
von der reduzierten Frequenz, l = 762 m
156Abbildung 4.   THEODORSEN-Funktion in expliziter Form als Real- (Gleichung (65)) und  
Imaginärteil (Gleichung (66)) mit verschiedenen Ansätzen der ’Indicial 
Functions’  von R. T. Jones [21] (Gleichung (90)), T. S. Beddoes [4] (Gleichung 
(131))  und aus dieser Arbeit (Gleichung (123))
Strömung: stationär               fast stationär         instationär
Strömung: stationär                    fast stationär                                    instationär
157Abbildung 5. Blockdiagramm des Zustandsmodells (Gleichungen (124) und (125)) für die 
instationären Luftkräfte
Abbildung 6.   Auftriebsbeiwert CN bei Sprunganregung des Anstellwinkels α eines 
Profilsystems in inkompressibler Strömung als Funktion der Zeit, mit 
verschiedenen Ansätzen der ’Indicial Functions’  von R. T. Jones [21] (Gleichung 
(90)), T. S. Beddoes [4] (Gleichung (131))  und aus dieser Arbeit (Gleichung 
(123))
+
x y
A
1/sB C
u X
D
CN,CMα,qα
158Abbildung 7.   Auftriebsbeiwert CN bei harmonischer Anregung des Anstellwinkels α eines 
Profilsystems in inkompressibler Strömung als Funktion der Zeit, mit 
verschiedenen Ansätzen der ’Indicial Functions’  von R. T. Jones [21] (Gleichung 
(90)), T. S. Beddoes [4] (Gleichung (131))  und aus dieser Arbeit (Gleichung 
(123))
159Abbildung 8.   Vergleich der zirkulationsbedingten und zirkulationsfreien Anteile der 
Antworten des Auftriebsbeiwerts CNα auf die Anstellwinkelsprunganregung 
(Gleichung (451) im Anhang 8.5) bei der MACH-Zahl   = 0.4 in Abhängigkeit 
der dimensionslosen Zeit S
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
160Abbildung 9.   Vergleiche der Antworten des Auftriebsbeiwerts CNα auf die 
Anstellwinkelsprunganregung (Gleichung (451) im Anhang 8.5) bei den MACH-
Zahlen  = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit S 
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
161Abbildung 10. Das gesamte Antwortverhalten des Luftkraftbeiwerts (Gleichung (181)) und des 
Momentenbeiwerts um die 1/4-Flügeltiefenachse (Gleichung (182)) als Summen 
aller individuellen Antwortanteile auf die Anstellwinkelanregung, die 
Nickgeschwindigkeit und den Ruderausschlag sowie die Ruderausschlagsrate als 
Sprunganregungen, und des Rudermomentes auf den Ruderausschlag sowie die 
Ruderausschlagsrate (Gleichung (184))
Dimensionslose S = Uoo t/b
Dimensionslose S = Uoo t/b
Dimensionslose S = Uoo t/b
162Abbildung 11. Ein Vergleich der Antwort des gesamten Auftriebsbeiwerts (Gleichung (451) im 
Anhang 8.5) mit den zirkulationsbedingten (Gleichung (159)) und den 
zirkulationsfreien (Gleichung (171)) Anteilen auf die 
Anstellwinkelsprunganregung in Abhängigkeit von der dimensionslosen Zeit S 
bei der MACH-Zahl  = 0.8 mit Lomax [33]
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
163Abbildung 12. Vergleich der Antwort des gesamten Auftriebsbeiwerts (Gleichung (454) im 
Anhang 8.5) mit den zirkulationsbedingten (Gleichung (161)) und den 
zirkulationsfreien (Gleichung (173)) Anteilen auf die Nicksprunganregung um 
die 1/4-Flügeltiefenachse in Abhängigkeit von der dimensionslosen Zeit S bei der 
MACH-Zahl   = 0.8 mit den Ergebnissen aus Lomax [33]
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
164Abbildung 13. Vergleiche der Antworten des Auftriebsbeiwerts CNα auf die Anstellwinkel-
sprunganregung (Gleichung (451) im Anhang 8.5) bei den MACH-Zahlen  = 
0, 0.5 in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit S mit den Ergebnissen aus 
Mazelsky & Drischler [37]
M = 0.5
M = 0
         M = 0.5
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
165Abbildung 14. Vergleiche der Antworten des Auftriebsbeiwerts CNα auf die Anstellwinkel-
sprunganregung (Gleichung (451) im Anhang 8.5) bei den MACH-Zahlen   = 
0.6, 0.7 in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit S mit den Ergebnissen aus 
Mazelsky & Drischler [37]
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
166Abbildung 15. Vergleiche der Antworten des Auftriebsbeiwerts CNq auf Nicksprunganregung 
um die 1/4-Flügeltiefe (Gleichung (454) im Anhang 8.5) bei den MACH-Zahlen 
 =  0.5, 0.6, 0.7 in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit S mit den 
Ergebnissen aus Mazelsky & Drischler [37]
Dimensionslose S = Uoo t/b
Dimensionslose S = Uoo t/b
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
167Abbildung 16. Vergleiche der Antworten des gesamten Auftriebsbeiwerts (Gleichung (457) im 
Anhang 8.5) mit zirkulationsbedingten (Gleichung (163)) und zirkulationsfreien 
(Gleichung (176)) Anteilen auf die Ruderausschlagssprunganregungen  in 
Abhängigkeit von der dimensionslosen Zeit S bei der MACH-Zahl  = 0.8 mit 
dem Ergebnis aus Magnus [35]
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
168Abbildung 17. Antworten des Auftriebsbeiwerts (Gleichung (460) im Anhang 8.5) mit 
zirkulationsbedingten (Gleichung (164)) und zirkulationsfreien (Gleichung 
(175)) Anteilen auf die Ruderausschlagsratessprunganregung in Abhängigkeit 
von der dimensionslosen Zeit S bei der MACH-Zahl  = 0.8
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
169Abbildung 18. Ein Vergleich der Antwort des gesamten Momentenbeiwerts (Gleichung (452) 
im Anhang 8.5) mit zirkulationsbedingten (Gleichung (160)) und 
zirkulationsfreien (Gleichung (172)) Anteilen bezüglich der 1/4-Flügeltiefenachse 
auf die Anstellwinkelsprunganregung in Abhängigkeit von der dimensionslosen 
Zeit S bei der MACH-Zahl  = 0.8 mit den Ergebnissen aus Lomax [33]
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
170Abbildung 19. Ein Vergleich der Antwort des gesamten Momentenbeiwerts (Gleichung (452) 
im Anhang 8.5) bezüglich der 1/4-Flügeltiefenachse auf die 
Anstellwinkelsprunganregung in Abhängigkeit von der dimensionslosen Zeit S 
für die MACH-Zahlen  = 0.5, 0.6, 0.7 mit den Ergebnissen aus Mazelsky & 
Drischler [37]
Dimensionslose S = Uoo t/b
Dimensionslose S = Uoo t/b
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
171Abbildung 20. Vergleich der Antwort des gesamten Momentenbeiwerts CMq um die 1/4-
Flügeltiefe  (Gleichung (455) im Anhang 8.5) mit den zirkulationsbedingten 
(Gleichung (162)) und zirkulationsfreien (Gleichung (174)) Anteilen auf die 
Nicksprunganregung bezogen auf 1/4-Flügeltiefe bei der MACH-Zahl  = 0.8 
in  Abhängigkeit von der dimensionslosen Zeit S mit der Ergebnissen aus Lomax 
[33] und Magnus [35] 
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
172Abbildung 21. Vergleich der Antwort des Momentenbeiwerts CMq um die 1/4-Flügeltiefe auf 
die Nicksprunganregung bezogen auf 1/4-Flügeltiefe (Gleichung (455) im 
Anhang 8.5) für die MACH-Zahlen  = 0.5, 0.6, 0.7  in  Abhängigkeit von der 
dimensionslosen Zeit S mit den Ergebnissen aus Mazelsky & Drischler [37]
Dimensionslose S = Uoo t/b
Dimensionslose S = Uoo t/b
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
173Abbildung 22. Der Vergleich der Antwort des gesamten Momentenbeiwerts um die 1/4-
Flügeltiefe auf die Ruderausschlagssprunganregung (Gleichung (458) im 
Anhang 8.5) mit  zirkulationsbedingten (Gleichung (165)) und zirkulationsfreien 
(Gleichung (177)) Anteilen bei der MACH-Zahl  = 0.8 in Abhängigkeit von 
der dimensionslosen Zeit S mit den Ergebnissen aus Yang & Chen [49] 
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
174Abbildung 23. Vergleich der Antwort des gesamten Momentenbeiwerts (Gleichung (461) im 
Anhang 8.5) um die 1/4-Flügeltiefe auf die Ruderausschlagsratensprung-
anregung mit  zirkulationsbedingten (Gleichung (168)) und zirkulationsfreien  
(Gleichung (178)) Anteilen bei der MACH-Zahl  = 0.8 in Abhängigkeit von 
der dimensionslosen Zeit S 
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
175Abbildung 24. Vergleich der Antwort des gesamten Ruderdrehmomentenbeiwerts um die 
Ruderachse auf die Ruderausschlagssprunganregung (Gleichung (459) im 
Anhang 8.5) mit zirkulationsbedingten (Gleichung (169)) und zirkulationsfreien 
Anteilen (Gleichung (179)) bei der MACH-Zahl  = 0.8 in Abhängigkeit von 
der dimensionslosen Zeit S mit den Ergebnissen aus Yang & Chen [49]
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
176Abbildung 25. Vergleich der Antwort des gesamten Ruderdrehmomentenbeiwerts um die 
Ruderachse auf die Ruderausschlagsratensprunganregung (Gleichung (462) im 
Anhang 8.5) mit zirkulationsbedingten (Gleichung (170)) und zirkulationsfreien 
(Gleichung (180)) Anteilen bei der MACH-Zahl  = 0.8 in Abhängigkeit von 
der dimensionslosen Zeit S
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞
177Abbildung 26. Frequenzantwort der Auftriebsbeiwerte CN in realen (Gleichung (269)) und 
imaginären (Gleichung (270)) Anteilen auf die harmonische 
Anstellwinkelbewegung in Abhängigkeit von der reduzierten Frequenz k bei den 
MACH-Zahlen  = 0.5 und 0.6 im Vergleich mit den Ergebnissen aus Dietze 
[9], Schade [43] und Mazelsky [36]
M∞
178Abbildung 27. Frequenzantwort der Auftriebsbeiwerte CN (Gleichung (271)) in realen und 
imaginären Anteilen auf die harmonische Nickgeschwindigkeit in Abhängigkeit 
von der reduzierten Frequenz k bei den MACH-Zahlen  = 0.5 und 0.6 im 
Vergleich mit den Ergebnissen aus Dietze [9], Schade [43] und Mazelsky [36]
M∞
179Abbildung 28. Frequenzantwort der Auftriebsbeiwerte CN in realen (Gleichung (269)) und 
imaginären (Gleichung (270)) Anteilen auf die harmonische 
Anstellwinkelbewegung in Abhängigkeit von der reduzierten Frequenz k bei den 
MACH-Zahlen  =  0.7 und 0.8 im Vergleich mit den Ergebnissen in Yang & 
Chen [49] 
M∞
180Abbildung 29. Frequenzantwort der Auftriebsbeiwerte CN (Gleichung (272)) in realen und 
imaginären Anteilen auf den harmonischen Ruderausschlag in Abhängigkeit von 
der reduzierten Frequenz k bei den MACH-Zahlen  = 0.7 und 0.8 im 
Vergleich mit den Ergebnissen in Yang & Chen [49]
M∞
181Abbildung 30. Frequenzantwort der Rudermomentenbeiwerte CHδ (Gleichung (276)) in realen 
und imaginären Anteilen auf den harmonischen Ruderausschlag in 
Abhängigkeit von der reduzierten Frequenz k bei den MACH-Zahlen  = 0.7 
und 0.8 im Vergleich mit den Ergebnissen in Yang & Chen [49]
M∞
182Abbildung 31. Simulink Blockschaltbild für das Zustandsmodell für die instationären 
Luftkräfte in kompressibler Strömung (Gleichungen (234) und (235)) 
x = Ax + Bu
y = Cx + Du
Inputs: α, q, δ, dδ/dt
 Systemmatrix:(A, B, C, D)
 Outputs: CN, CM, CH
 
  .
α
C_H
183Abbildung 32. Analytische Lösung der Flattergeschwindigkeit (Gleichung (303)) mittels U-g-
Methode in der inkompressiblen Strömung für das Profil-Ruder-System mit 
Schlag, Torsion und Ruderdrehung als Freiheitsgrade
Flatterpunkt
D = 0 
 0.7
D > 0
 Ruderdrehung β
 Ruderdrehung β
Uoo /(ωα b)
Uoo /(ωα b)
184Abbildung 33. NASTRAN Flatterlösung des Profil-Ruder-Systems mittels p-k-Methode 
TRIDOF SECTION WITH FLAP FLUTTER SOL 145
2 - D AERO,  SPECIFIEDS STRIP THEORY (CAERO4) WITH PK- METHOD AT MACH NO OF 0.0
THREE FLEXIBLE MODES WITH 
MODIFIED-GIVENS EIGENVALUE METHOD
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185Abbildung 34. Einfluss des Rudermassenausgleichs xδ auf die Flattergeschwindigkeit des 
Profil-Ruder-Systems
186Abbildung 35. Doppelausschlag des Ruders (Gleichung (344))
δ = 23.34 [τ(τ−1)]2sin(2πτ)
τ = t/TD, 
0 < τ < 1
c = 2b
TD = 2 Uoo /c = 15, 
Dimensionslose S = Uoo t/b
187Abbildung 36. Lineare Simulation der Antwort der Systemzustände des Profil-Ruder-Systems 
(Zustandsgleichung (333), (334) und Ausgangsgröße in (335)) auf 
Doppelausschlag des Ruders bei U  = 200*(2π )[m/s] und der MACH-Zahl 
 
Dimensionslose S = Uoo t/b
∞
M∞ 0=
188Abbildung 37. Lineare Simulation des Profil-Ruder-Systems (Zustandsgleichung (333), (334)) 
bei U  = 200*(2π)[m/s], der MACH-Zahl  =  0, zeitliche Antworten der 
instationären Luftkräftebeiwerte (Ausgangsgröße in (340)) auf den 
Doppelausschlag des Ruders (uT = [0 0 δ] )
Dimensionslose S = Uoo t/b
∞ M∞
189Abbildung 38. Lineare Simulation des Profil-Ruder-Systems (Zustandsgleichung (333), (334)) 
bei U = 200*(2π)[m/s], der MACH-Zahl  =  0, zeitliche Antwort der 
instationären Luftkräftebeiwerte (Ausgangsgröße in (340)) auf den 
Doppelausschlag des Anstellwinkels (uT= [0 α 0] )
M∞ M∞
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190Abbildung 39. Lineare Simulation des Profil-Ruder-Systems  (Zustandsgleichung (333), (334)) 
bei der MACH-Zahl  =  0.6, zeitliche Antwort der instationären 
Luftkräftebeiwerte (Ausgangsgröße in  (345)) auf den sprungförmigen 
Anstellwinkelausschlag ( )  
M∞
uT α 0 0 0[ ]=
191Abbildung 40. Simulink Blockschaltbild des Zustandsmodells für die instationären Luftkräfte 
in kompressibler Strömung bei der MACH-Zahl  (Gleichungen (234) 
und (235) bzw. (333) und (334)) mit harmonischem Anstellwinkelinput mit 
Amplitude = 1 und Frequenz = 1 [rad/sec]
Abbildung 41. Lineare Simulation des Profil-Ruder-Systems  (Zustandsgleichung (333), (334)) 
bei der MACH-Zahl , zeitliche Antwort der instationären 
Luftkräftebeiwerte (Ausgangsgröße in (345)) auf den harmonischen 
Anstellwinkelausschlag ( )  mit Ampl. =1 und Freq =1 [rad/sec]
 α
dx/dt = Ax + Bu
      y = Cx + Du
 Systemmatrix: A, B, C, D
Inputs:α, q, δ, (dδ/dt)  Outputs: CN, CM, CH
Zustandsmodell:
Mach = 0.6
M∞ 0.6=
M∞ 0.6=
uT α 0 0 0[ ]=
192Abbildung 42. Typische Wurzelortskurven der Systemmatrix des Profil-Ruder-Systems mit 
drei Freiheitsgraden bei ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit Schwerpunktlage in der  
40% Profiltiefe, in Abhängigkeit von der Anströmungsgeschwindigkeit und der 
reduzierten Frequenz in der kompressiblen Strömung,   
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193Abbildung 42 a) Typische Wurzelortskurven der Systemmatrix für die Schlagmode des Profil- Ru-
dersystems mit drei Freiheitsgraden bei ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit Schwerpunkt-
lage in der 40% Profiltiefe,  in Abhängigkeit von der Anströmungsgeschwindigkeit 
und der reduzierten Frequenz in der kompressiblen Strömung,  = 0.6  
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194Abbildung 42 b) Typische Wurzelortskurven der Systemmatrix für die Schlaggeschwindigkeits-
mode des Profil-Ruder-Systems mit drei Freiheitsgraden bei ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 
3, mit Schwerpunktlage in der 40% Profiltiefe,  in Abhängigkeit von der Anströ-
mungsgeschwindigkeit und der reduzierten Frequenz in der kompressiblen Strö-
mung,  = 0.6  
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195Abbildung 42 c) Typische Wurzelortskurven der Systemmatrix für die Torsionsmode des Profil-
Ruder-Systems mit drei Freiheitsgraden bei ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit Schwer-
punktlage in der 40% Profiltiefe, in Abhängigkeit von der Anströmungsgeschwin-
digkeit und der reduzierten Frequenz in der kompressiblen Strömung,                  
 = 0.6  
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196Abbildung 42 d) Typische Wurzelortskurven der Systemmatrix für die Nickgeschwindigkeitsmode 
des Profil-Ruder-Systems mit drei Freiheitsgraden bei ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit 
Schwerpunktlage in der 40% Profiltiefe, in Abhängigkeit von der Anströmungsge-
schwindigkeit und der reduzierten Frequenz in der kompressiblen Strömung,  = 
0.6  
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197Abbildung 42 e) Typische Wurzelortskurven der Systemmatrix für die Ruderausschlagsmode des 
Profil-Ruder-Systems mit drei Freiheitsgraden bei ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit 
Schwerpunktlage in der  40% Profiltiefe,  in Abhängigkeit von der Anströmungsge-
schwindigkeit und der reduzierten Frequenz in der kompressiblen Strömung,     
 = 0.6  
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198Abbildung 42 f) Typische Wurzelortskurven der Systemmatrix für die Ruderausschlagsgeschwin-
digkeitsmode des Profil-Ruder-Systems mit drei Freiheitsgraden bei ω h /ωα = 0.5,
ωδ /ωα = 3, mit Schwerpunktlage in der 40% Profiltiefe, in Abhängigkeit von der
Anströmungsgeschwindigkeit und der reduzierten Frequenz in der kompressiblen
Strömung,  = 0.6  
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199Abbildung 43. Eigenwertverteilung für Flattergeschwindigkeit des Profil-Ruder-Systems mit 
drei Freiheitsgraden bei ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit Schwerpunktlage in der 
20% Profiltiefe, in Abhängigkeit von der Anströmungsgeschwindigkeit und der 
reduzierten Frequenz in der kompressiblen Strömung,  = 0.6 
x2π[m/s]UF
M∞
200Abbildung 44. Schema der Flatterpunktbestimmung anhand der algebraischen Gleichung und 
der Wurzel-Ortskurven-Methode
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201Abbildung 45. Typische Eigenwertverteilung der Systemmatrix (Gleichung (347)) des Profil-
Ruder-Systems mit drei Freiheitsgraden bei  ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit 
Schwerpunktlage in der 40% Profiltiefe, bei der Anströmungsgeschwindigkeit  
 und unter der Annahme C(ik) = 0.5 und  
Annahme: C(ik) == 0.5
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202Abbildung 46. Wurzelortskurve der Systemmatrix (Gleichung (347)) des Profil-Ruder-Systems 
mit drei Freiheitsgraden bei  ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit Schwerpunktlage in 
der 40% Profiltiefe, in Abhängigkeit von der Anströmungsgeschwindigkeit in der 
inkompressiblen Strömung,  und unter der Annahme C(ik) = 0.5 
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203Abbildung 47. Wurzelortskurve der Systemmatrix (Gleichung (347)) des Profil-Ruder-Systems 
mit drei Freiheitsgraden bei ω h /ωα = 0.5, ωδ /ωα = 3, mit Schwerpunktlage in der 
40% Profiltiefe, in Abhängigkeit von der Anströmungsgeschwindigkeit in der 
Nähe des Flatterpunktes bei  = 298.70x(2π)[m/s]  in der inkompressiblen 
Strömung,  und unter der Annahme C(ik) = 0.5
Annahme: C(ik) == 0.5
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204Abbildung 48. Eigenwertverteilung für Flatteranströmungsgeschwindigkeit für fünf 
verschiedene reduzierte Frequenzen des Profilsystems mit zwei Freiheitsgraden, ω h /ωα = 2/5, Schwerpunktlage in der 45% Profiltiefe (HA145A2 in NASTRAN 
[40]), , zwei Moden, hier ohne Strukturdämpfung M∞ 0=
205Abbildung 49. Verlauf [7] der Dämpfung und Frequenz in Abhängigkeit von der 
Anströmungsgeschwindigkeit des Profilsystems mit zwei Freiheitsgraden, ω h /ωα 
= 2/5, Schwerpunktlage in 45% Profiltiefe (HA145A2 in NASTRAN [40]), 
, zwei Moden,  hier mit StrukturdämpfungM∞ 0=
206Abbildung 50. Blockschaltbild des geschlossenen Systems mit Zustandsvektor-
Rückführungsregler (ZVR-Regler)
Abbildung 51. Blockschaltbild des äquivalenten Systems vom System in Abbildung 50
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207Abbildung 52. Lineare Simulation der Antwort der Zustandsgrößen des Profil-Ruder-Systems 
bei der Flatteranströmungsgeschwindigkeit  = 298.70x(2π)[m/s] ohne Regler, U∞
M∞ 0=
208Abbildung 53. Lineare Simulation der Antwort der Zustandsgrößen des Profil-Ruder-Systems 
mit ZVR-Regler bei der ursprünglichen Flatteranströmungsgeschwindigkeit  
 = 298.70x(2π)[m/s],   U∞ M∞ 0=
209Abbildung 54. Eigenwertverteilung der Systemmatrix F (Gleichung (363)) des Profil-Ruder-
Systems ohne und mit Regler (A und Ac in der Gleichung (363)) am 
ursprünglichen Flatterpunkt bei der Anströmungsgeschwindigkeit                     
 = 298.70x(2π)[m/s] für inkompressible Strömung,   
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210Abbildung 55. Frequenzantwort der Senkung h auf die Rudersteuerung des Profil-Ruder-
Systems ohne und mit ZVR-Regler am ursprünglichen Flatterpunkt bei der 
Anströmungsgeschwindigkeit  = 298.70x(2π)[m/s]  in der inkompressiblen 
Strömung,   
U∞
M∞ 0=
211Abbildung 56. Frequenzantwort der Torsion α auf die Rudersteuerung des Profil-Ruder-
Systems ohne und mit ZVR-Regler am ursprünglichen Flatterpunkt bei der 
Anströmungsgeschwindigkeit  = 298.70x(2π)[m/s]  in der inkompressiblen 
Strömung,    
U∞
M∞ 0=
212Abbildung 57. Frequenzantwort des Ruderausschlags auf die Rudersteuerung des Profil-
Ruder-Systems ohne und mit ZVR-Regler am ursprünglichen Flatterpunkt bei 
der Anströmungsgeschwindigkeit  = 298.70x(2π)[m/s]  in der 
inkompressiblen Strömung,   
U∞
M∞ 0=
213Abbildung 58. Bewegungsantwort des Profil-Ruder-Systems auf Doppelausschlag des Ruders 
am  Flatterpunkt ohne Regler,   
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞ 0=
214Abbildung 59. Luftkräfteantwort des Profil-Ruder-Systems auf Doppelausschlag des Ruders 
am Flatterpunkt ohne Regler,   M∞ 0=
215Abbildung 60. Luftkräfteantwort des Profil-Ruder-Systems auf Doppelausschlag des 
Anstellwinkels am Flatterpunkt ohne Regler,   M∞ 0=
216Abbildung 61. Bewegungsantwort des Profil-Ruder-Systems auf Doppelausschlag des Ruders 
am ursprünglichen Flatterpunkt mit ZVR-Regler,   
Dimensionslose S = Uoo t/b
M∞ 0=
217Abbildung 62. Luftkräfteantwort des Profil-Ruder-Systems auf Doppelausschlag des Ruders  
am ursprünglichen Flatterpunkt mit ZVR-Regler,   M∞ 0=
218Abbildung 63. Luftkräfteantwort des Profil-Ruder-Systems auf Doppelausschlag  des 
Anstellwinkels am ursprünglichen Flatterpunkt mit ZVR-Regler,   M∞ 0=
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